La barriera di1 potenziale:
effetto tunnel
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Barriera di potenziale: caso classico

— "
0
\‘j(x):;/opeTclt>x>—a > v
=0 per Ixl >
(x) per xt > a (_.U‘J
Classicamente:

— momento p qualunque (puo avere qualunque velocita)
— posizione x

— energia totale paria E = p2/2m.

—seE>V, la particella supera la barriera.

—Se E <V0 , la particella rimbalza indietro.
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Barriera di potenziale: caso classico

Se E >V, la particella supera la barriera;

Se E <V, la particella rimbalza indietro.

Vix)
Se E >V, la particella supera la barriera: stato

di diffusione (nel caso particolare, va a -o);

Classical turning points

Se E <V, la particella resta nella buca: stato

legato.

Figure da Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics
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Barriera: la fdo

DA =TT < 0 | VW =Vgperasi>—a

Non ¢ proibito trovare la V(x)=0perlxl>a

particella nella barriera (zona
classicamente proibita)

Autofunzioni: risolvere (separatamente nelle varie regioni) h? d%b
I’equazione di Schrédinger non dipendente dal tempo: - % dr2 + Vi =Ey

con le seguenti condizioni per le soluzioni:

1-1p deve essere continua nei punti di discontinuita dell’energia potenziale;
se non lo fosse, in quei punti la densita di probabilita sarebbe indeterminata.

2— dwy/dx deve essere continua nei punti di discontinuita dell’energia potenziale;
se non lo fosse, avrei delle divergenze nell’eq. di Schr., nel termine: h? d%

2m da?
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Stat1 di riflessione classica

Vix) = Vopera >X>—a
V(x) =0 per Ixl >a

x<-—a Ixl < a x>a
h2 d2¢ 2 2 h2 d2,¢
_ - E h* d*y - T - F
2m dx? w - Qm_ _dCC2 + V0¢ = E’(b 2 dr? 17b
d*p 2mE d*ep 2m(E — Vo) d*y 2mE
P e e L A B
g Y2mb 2m (Vo — E) g Y2mb
= o — . =

dove k, K sono reali (verificare).
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Attenzione: E < V0
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Regione classicamente proibita: —a < x < a

Vix) = Vopera >Xx>-a
V(x) =0perlxl >a

xl < a

VO

h? d?y
2m da?
2y om(E - V)
dx? h?
2m(Vo — E)
h

K =

+ Vo = B

b =Ky

Soluzione generale dentro la barriera (verificate):

Y(x) = Ce™ 4 De™ ¥

f p. 4
N.B.: Queste soluzioni, sebbene date da
esponenziali reali, non sono proibite perché

definite solo per Ixl < a. La fdo complessiva ¢
quindi ancora normalizzabile.
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Regione di propagazione: Ixl > a
g p p g *

V(x):VOpera>x>—a

V(x) = 0 per IxI >a E<V T RVAVAVAVAVAL =
" Be T e VW

lxI > a

2 2y Soluzione generale (verificate):
2 Y _F : .

2m d.ﬁlﬁz w X< —a ¢($) — Aelkx + Be—lkx

f—f=—2’;Ew=—k2w x>a Y(x) = Fe'k®

X

=Y 2mb avendo supposto che, nella regione piu a destra,

h non vi sia una particella proveniente da +c°.

i Nota: come per la particella libera, non sono soluzioni normalizzabili. Per aggirare il
problema, si considerano le probabilita relative di trasmissione e riflessione:

|F'|? _|B]?
|T\=W | |—W—1—|T\
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Calcolo della fdo (schema)

V(x):VOpera>x>—a

V(x) =0 per Ixl > a E < VO

xX<-—-a

Y(x) = Ae't® 4 Bemk® Y(x) = Ce™™ 4+ De™* Y(z) = Feikz

dip(x) . ikz - —ikx di(x)
. = ik Ae ik Be . .

avendo supposto che, nella
regione piu a destra, non vi sia
una particella proveniente da +cc.

— ik Fe'k®

imponendo la continuita della fdo e della derivata in a e —a,
ottengo A, B, C, D, F come funzioni di k, K e a.
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Trasmissione e riflessione

V(x)=V0pera >x>-a

. | ikox

iki1x 0 Fe'™2
V(x) =0 per Ixl > a ¥ R RVAVAVAVAV S = NAVAVAVAV RS
Be™ M @AMV

Una particella incidente sulla barriera (da sinistra) con E < Vo puo essere riflessa
(e questo ¢ il solo possibile risultato classico), ma puo anche essere trasmessa.

Usando: http://www.westga.edu/~jhasbun/osp/Potential_Barrier.htm
si noti:
1- per energie E >V, si hanno picchi intensi in corrispondenza della barriera

2- la riflessione parziale sulla barriera da luogo a onde stazionarie per x <—a
(st faccia caso alla densita di probabilita a sinistra e a destra della barriera,
non alla funzione d’onda)
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Trasmissione e riflessione

V(x):VOpera>x>—a

V(x) =0 per IxI >a Aelklm WAVAVAVAVAL -
S SVAVAVAVAVA

Una particella incidente sulla barriera (da sinistra) con E < Vo puo essere riflessa
(e questo ¢ il solo possibile risultato classico), ma puo anche essere trasmessa.

Ricordando:  (x) = Ae'** + Be 'F* x<-a

Y(x) = Fe'k® x>a

con le espressioni esplicite di A, B, F

F]?
A2

e il coefficiente di riflessione: |R| =1 — |T|

si puo calcolare il coefficiente di trasmissione: |T|
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Trasmissione e riflessione

E<V, VR RVAVAVAVAVA -

Enrico Silva

Simulazioni:
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Riflessione e trasmissione di un pacchetto d’'onde da una barriera:

http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/ Sez. 1.5

http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~feindt/schrodinger/example4.htm

(Hohe: altezza; Wellenldnge: lunghezza d’onda; Schérfe: acutezza; Breite: larghezza)

Si noti 'interferenza fra pacchetto incidente e riflesso,
a sinistra della barriera.

Riflessione e trasmissione per una situazione stazionaria (flusso continuo di
particelle provenienti da sinistra):

http://www.westga.edu/~jhasbun/osp/Potential_Barrier.htm

. et SVAVAVAVAVA
Si ottiene:
F dik ke 2ika Aik ke 2ika
A (k+ik)2e~2ra — (g —ik)2e2ra (g +ik)2e—4r0 — (k — ik)
per barriera sufficientemente F_ 4ikre—2ika o 2ra
spessa, ovvero Ka >1: AT (k—ik)?
_ \ 2m(V0 - E)
con T
T 2 2
F 4kk
e nello stesso limite: T ‘Z ~ {m] e~ dra

—2Ka
26

La trasmissione ¢ una funzione (circa) esponenziale dello spessore della barriera
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Differenze dal caso classico

————————————————————————— Se E >V, la particella ha probabilita finita

_______ VO di essere riflessa dalla barriera;
Se E <V, la particella ha probabilita finita
] di proseguire nella direzione delle x

positive.

Se E <V, la particella ha probabilita finita
Vo--ar . di proseguire nella direzione delle x
F positive: non ¢ uno stato legato.
Classical turning points

Figure da Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics

Il microscopio a scansione
a effetto tunnel
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STM: Scanning Tunneling Microscope

figura da: http://nobelprize.org/

Inventato nel 1981 da Binnig e Rohrer
(IBM Zurigo), Nobel 1986

campione

Il principio: una punta metallica scandisce una
superficie, in estrema prossimita di essa. Fra la punta
e la superficie esiste una differenza di potenziale. =~ Punt
Richiamo: fra la punta e il materiale sotto studio esiste quindi una

barriera di potenziale (tipicamente, il vuoto), per cui il coefficiente
di trasmissione ¢&: F? 4kk ]2 4 tunnelano
—4aRra

A K2 + k2

Per effetto tunnel elettroni possono fluire fra i due oggetti, dando luogo a una
corrente molto sensibile alla distanza fra punta e superficie.
La punta ¢ molto acuta (dimensioni ~1 atomo).

Leffetto tunnel ¢ a raggio molto breve (dipendenza esponenziale con lo spessore
della barriera), per cui la corrente di tunnel ¢ molto sensibile alla distanza fra
punta e campione. E possibile quindi determinare la morfologia della superficie
con estrema accuratezza.

elettroni che

T =
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control voltages for piezotube

U
tunneling

curr_er_lt distance control
amplifier and scanning unit

piezoelectric tube
with electrodes

data processing
V@ and display
\[ sample
—= tunneling
;I}; voltage
@ Michael Schmid

How an STM works ... Institut . Allgemeine Physik

TU ‘wien 1997-2002

gif animata da:

http://www.iap.tuwien.ac.at/www/surface/STM_Gallery/stm_schematic.html

Un gioco (simulatore di STM):  http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/ Sez. 1.6
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S TM I I

Immagine della superficie (100)

1l mi . 1 di oro. Lo stress superficiale
mICroscopio tunne (meccanico e chimico) induce

puo ottenere immagini la cosiddetta ricostruzione,

sulla scala di 2 A ovvero una disposizione

(sc ala atomic a) atomica differente da quella
) all’interno del campione.

(immagine da wikipedia)

La scansione ¢ fortemente
influenzata, oltre che dalla distanza
punta-campione, anche dalla densita
elettronica del campione. E
possibile quindi ottenere delle
immagini delle onde superficiali di
carica (densita di probabilita): vedi
quantum corrals. Ci0 € possibile
quando si tratta di onde stazionarie.

Atomi di S su superficie di Cu, e
corrispondenti onde stazionarie degli elettroni.
(immagine Stanford University)
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