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Sommario

Questi appunti partono dalla definizione del gruppo di Lorentz e della teoria dei vettori
e tensori.

Nel secondo capitolo presentiamo la teoria degli spinori e in generale delle rappresen-
tazioni del gruppo di Lorentz.

Nel terzo capitolo discutiamo del gruppo di Lorentz, & pi generale del gruppo di
Poincag, che include le trasformazioni di Lorentz e le traslazioni, nell’ambito della teoria
quantistica dei campi.

Nel quarto capitolo costruiamo la teoria di Dirac a partire dalla teoria degli spinori. Il
punto d’arrivoe I'equazione di Dirac, ottenuta come generalizzazione della teoria di Majo-
rana, e pll in generale della teoria di Weyl. Questo procedimentmverso di quello stori-
camente avvenuto, ma ha il vantaggio di una costruzioineluara a partire dai concettitpi
semplici.

Gli appunti potranno in futuro essere completati con una discussione della quantiz-
zazione del campo di Dirac. In attesa di questo rimandiamo per questo argomento ai testi
disponibili, ad esempio il Mandl & Shaw [1]. La notazione usata in questi apgunti
compatibile con quella usata nel Mand| & Shaw.

Le sezioni segnalate con un asterisco, (*), non saranno probabilmente discusse nel corso.

Prego di comunicare eventuali (e probabili!) errori.
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4 1 IL GRUPPO DI LORENTZ

1 Il gruppo di Lorentz

Il gruppo di Lorentz definito come I'insieme delle trasformazioni sulle coordinate dello spazio
tempd 2+ = {20, 2!, 22, 23} = {¢, 7},

(1.1) at — g = A x¥
che lasciano invariante l'intervaflo
(12) (370)2 _ (371)2 _ (372)2 _ (373)2 — xugw/wy

doveg,,, & il tensore metrico, rappresentato dalla matrice

1 0 0 0
0 -1 0 0
(1.3) 9=1o 0o -1 o
00 0 -1

La trasformazione in eq. (1.1) deve lasciare invariante l'intervallo in eq. (1.2),
A“/\x)‘gw/\”px” = 22 gy, 7"
per qualsiasi valore di*, quindi A deve soddisfare la relazione
(1.4) AN 900 = grp

Esercizio 1 Dimostrare la eq(1.4) partendo da scelte appropriate del vettaré, ad esempio
x ={1,0,0,0}, etc.

Se definiamo la matrice trasposta,”),” = A", possiamo riscrivere la (1.4) utilizzando il
prodotto “righe per colonne” tra matrici, ed omettendo del tutto gli indici, come

(1.5) ATgh =g, owero A~ =gATy

In conclusione possiamo definire il gruppo di Lorentz come l'insieme delle mdtricid a
componenti reali che soddisfano la eq. (1.5). Per dimostrare che si tratta di un gruppo, occorre
dimostrare che

1. Il prodottoA; A, di due elementi del grupp®un elemento:

(AlAg)TgAlAQ = AgA,{gAlAg =g

2. Lidentital appartiene al gruppad:” gl = g, e 1A = A1 = A per ogniA.

3. Linverso A—! di un elemento appartiene al gruppo: dalla (18)= (gATg)"! =
g(AT)"tg = g(A~1)Tg, quindig(A—1)TgA~! = 1, e moltiplicando da sinistra pey,
(A"H)TgA~t =g

1Useremo sempre delle uaitli misura in cui la velocit della luceé ¢ = 1, ad esempio misurando il tempo in
secondi e le distanze in secondi luce.

2Notiamo I'uso della convenzione secondo cui si sottointende la somma su due indici eguali, uno in alto ed uno in
basso.

3DaATgA = g segue chelet A = +1, quindi le matriciA che obbediscono la (1.5) sono invertibili. Inoltre
g% =1
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1.1 Vettori covarianti e contravarianti

Un vettore contravariante un insieme di quattro grandez¥g‘ che si trasformano come il
vettore posizione:#, fatto che indicheremo col* ~ z*, dove il simbolo~ significa “si
trasforma come”.

(1.6) Vi VIR = ARV

Dato un vettore contravariant®;*, definiamo le sue componenti covarianti, denotate da un
indice in basso:

.7 Vi=guV"

Possiamo anche andare all'indietro, da covariante a contravariante, usando le componenti con-
travarianti del tensore metricg”” anch’esse date dalla eq (1.3):

(1.8) VE = ghV,

Il contrasto dei nomi suggerisce che i due tipi di indici corrispondono ad un comportamen-
to opposto sotto trasformazioni di Lorentz, e icés la legge di trasformazione di un vettore
covariante risulta infatti

Vi=guwV" = (9V)u
— (gAV),, = (gAggV), eusando la (1.5)
= ((A™HTgV)u = (A1) 9,V

— Vy(Ail)Vu

(1.9)

Dalle (1.6) e (1.9) risulta che la combinaziolglW* tra un vettore covariante ed uno con-
travariante2 invariante,

V,WHE = (VW) — (VATIAW) = (V)

Apriamo una breve parentesi: nelllambito della relaéivapeciale, la trasformazione da compo-
nenti contravarianti a componenti covarianti corrisponde a due modi diversi di descrivere una
stessa grandezza fisica. In relafivifenerale questo ne@nvero, dato che € una funzione del
punto, che viene identificata con il campo gravitazionale. Qujfde il prodotto diV" con il
campo gravitazionale, una grandezza fisica different&.da

Nell'ambito della relativid speciale I'equivalenza tra componenti covarianti e contravarianti
noneé solamente fisica, ma anche matematica: la legge di trasformazione dei vettori covarianti
corrisponde ad una rappresentazione del gruppo di Lorentz del tutto equivalente a quella dei
vettori contravarianti, dato che le matrici di trasformazione nei due &asj,A g, SOono connesse
da una similitudine.

Notiamo infine che la convenzione per @usottointesa la somma tra indici ripetutidpu
essere riespress&: sottintesa la somma di indici ripetuti di cui uno covariante, I'altro con-
travariante

1.2 Differenziali e derivate parziali

In questo corso ci occuperemo di campi,ecidi grandezze fisiche definite in ogni punto dello
spazio-tempo. Ad esempio il campo elettromagnetico, caratterizzato da due vettori spaziali
E(f, t),ﬁ(f, t). Dato che le componenti dei due vettori rappresentano proiezioni lungo gli
assi spaziali, per effetto di una rotazione le componenﬁ’ didi H si mescolano tra loro. Una
trasformazione di Lorentz comporta anche, come vedremo, un mescolamento tra i due vettori,

che devono quindi essere considerati come componenti di un unico campo.
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Vogliamo adesso considerare il cast pemplice, quello di un campealare® il cui valore
in un dato puntaP sia invariante rispetto a trasformazioni di Lorenfzpud essere visto come
funzione delle coordinate*, ®(x). Se eseguiamo una trasformazione di Lorentz, le coordinate
z# di un dato puntd® saranno trasformate secondo la eq. (1.1) in nuove coordiftgtquindi,
inteso come funzione delle coordinate, il campo viene trasformato secondo la

(1.10) () — '(2)) = d(z) = (A 2)

Questa equazione esprime la condizione che il valofeidiogni puntoP dello spazio-tempo
non dipendalal sistema di coordinate.
La differenza tra i valori dib in due punti vicini,P, P’, di coordinater*, z* + dz*,
0P

(1.11) d® = &(P') — B(P) = D(a" + da*) — d(a*) = da 72

deve essere un invariante. Dato che il differenziélé si trasforma come un vettoreon-
travariante le componenti del gradiente devono formare un vettonaariante Questo fatto
puo essere direttamente dimostrato dalla (1.10):

09'(2")  0®(x) 0P(x) 0¥  0P(x)

ox’m  — dx'm T dxv 9r'* T dxv

(1.12) (A™H)",
chee appunto (vedi la 1.9) la legge di trasformazione di un vettore covariante. Per indicare
brevemente le componenti del gradiegfe useremo i simbold,,, V..

1.3 Struttura del gruppo di Lorentz

| due membri della (1.5) sono matrici simmetriche, quindi questa relazione fornisce dieci re-
lazioni tra i sedici elementi di\. Ci possiamo quindi aspettare che una trasformazione di
Lorentz possa essere identificata da sei parafnégimatrici4 x 4 possono esssere considerate
come vettori in uno spazio linedra sedici dimensioni; il gruppo di Lorenézun sottoinsieme
di questo spazio, costituito dagli elementi che obbediscono la (1.5). @dat questo sot-
toinsieme? Non si tratta di un sottospazio lineare, dato che la somma tra due trasformazioni
di Lorentz,A; + A, noné una trasformazione di Lorentz. Tuttavia si tratta di un sottoinsieme
continuo che possiamo visualizzare come una superficie a sei dimensioni immersa in uno spazio
a sedici dimensioni.

Per definire il concetto di contingitdobbiamo definire laistanzatra trasformazioni di
Lorentz, ponendo ad esempio

(1.13) D(A1, Ag) = AL, — AL

v

Questa definizione stabilisce una metrica sulle spazio di Lorentz, dato che sono obbediti gli
assiomi:

1. D(Ay, Ay) =0seesolosd; = As,.
2. D(Aq, Ag) > 0.

3. D(A1, As) + D(Ag, A3) > D(Aq, As).

4Come vedremo questi sei parametri possono essere scelti in modo da specificare una rotazione ordinaria e una
velocita relativa tra due sistemi di riferimento (3 param.).

5E definita la somma di due matrici, il prodotto tra una matrice e un numero, e la combinazione lineare tra due
matrici, e queste operazioni obbediscono gli assiomi per uno spazio lineare.
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Lesistenza di una distanza mostra che il gruppo di Lorentz ggsere considerato come uno
spazio topologico, ed ha quindi molte delle progidello spazio ordinario. Possiamo definire
una sfera di raggié e centroA come I'insieme degli elementi che distano&aneno did,

(1.14) Sas ={A; D(N',A) < 6}

Le sfere sono esempi di intorni aperti nel gruppo di Lorentz. Lo studio del gruppo di Lorentz

e semplificato dal fatto che esiste una mappa uno a uno tra un intorno di un qualsiasi elemento
del gruppo di Lorentz e un intorno dell’'uait se conosciamo la struttura del gruppo nei dintorni
della trasformazione identica, conosciamo anche la sua struttura nei dintorni di qualsiasi suo
elementaA.

Dato un punta), consideriamo una sfetsly 5. | punti A’ di questa sfera possono essere
espressicomd’ = A + A, con}’ , |A%| < 4. La mappa tra un intorno di e un intorno
dell'identita & semplicemente data da

(1.15) AN =14+ E, E=(gATg)A

La distanza dell’elementd + E dalla identit & data allora da

(1.16) D1, 1+E) = Y |El=> |(gA"gA)L]
v 8%

< € = 646 max(|A%])
IIn%
Quindi la (1.15) proietta i punti di una sfera di raggimtorno aA st una sfera di raggie in-
torno alla identid, mentre la proiezione inversa,= AF proietta una sfera di raggiointorno

alla identiisuuna sfera di raggié’ = 64 ¢ max,, ,( |A%]) intorno all'elementd A.

Se adesso consideriamo un intorno infinitesimo dell'idantice gli elementi

(1.17) A=1+c¢

cone una matrice a componenti infinitesime, otteniamo

(1.18) Al=1—¢
e, dalla (1.5),
(1.19) —e=gelg; cioe (eg)T = —eg.

Quindi la matrices"” = €, g & antisimmetrica,

(1.20) et = —e't

€ pw essere parametrizzata da sei elementi infinitesimi, che possono essere identificati con una
rotazione infinitesima e con un “boost” (accelerazione) infinitesimo. Su questo tornerémo pi

in dettaglio nel seguito. Partendo dalle trasformazioni infinitesime (1.17) possiamo costruire
trasformazioni finite, ad esempio, data una matrdale chegA”g = — A,

(1.21) A= lim (1 + :)" = exp(4)

n—oo

e unatrasformazione di Lorentz. Notiamo infatti che,per co, 14+ A/n € unatrasformazione
di Lorentz infinitesima (perd@®).

6Usiamo ‘su’ nel suo significato tecnico: “all'interno di”.
“L’argomento si pd ripetere per qualsiasi gruppo continuo, come ad esempio il gruppo delle rotazioni, e i gruppi
SU(2) e SU(3) che trovano varie applicazioni nella fisica delle particelle.
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Esercizio 2 Verificare questo risultato dallo sviluppo in seriep(A4) = >, A*/kl.

Ci possiamo adesso domandare se il gruppo di Lorertannesso, se @asia possibile ot-
tenere qualsiasi trasformazione di Lorentz,come prodotto di trasformazioni infinitesime,

A =1(14€¢1)(1+€2). ... Untale prodotto definisce una sequenza di trasformazioni di Lorentz
ciascuna delle quali differisce per un infinitesimo dalla precedente, in altre parole un cammino
sul gruppo, lungo cui I'elemento del gruppo varia con contanatie parte dalla trasformazione
identica e termina ir\.

0
0

N

0RO
C

Figura 1: Settori e sottogruppi del gruppo di Lorentz.

Esiste per ogni\ un cammino che connette alla identi? Si vede facilmente che nén
cog, e che il gruppo di Lorentz composto da quattro settori tra loro non connessi. Infatti dalla
(1.5) segue che

det(A) = £1

1.22 =
( ) (A00)2 - Z(N())2 =1

=1

Dato chedet(A) € una funzione continua degli elementiAlinon possiamo tracciare un cam-
mino continuo che connetta un elemento ebn(A) = 1, ad esempio I'elemento identico
A =1, ad uno conlet(A) = —1, ad esempio la matric®, che genera 'operazione di paxjt
inversione delle coordinate spaziali,

1 0 0 0
0 -1 0 0
(1.23) P=|o 0 1 o
0 0 0 -1

La seconda condizione della (1.22) si traduce nella suddivisione del gruppo in due sottoinsiemi,
quello conA®, > 1, comel e P, e quello com\®, < 1, ad esempio la operazione di inversione
temporale T,

—_

(1.24) T =

coo |
coro
o oo
—o oo
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det A | A% | Elemento genericd
1 >1 g
-1 >1 gP
-1 <1 gT
1 <1 gPT

Tabella 1: Settori del gruppo di Lorentz. Nella tabgjlandica un elemento del gruppo di
Lorentz proprio

o il prodottoT P = —1, che hadet(A) = 1.

Il gruppo di Lorentzé quindi suddiviso in quattro settori (Tabella 1.3, Fig 1), tra cui il
primo, l'insieme degli elementi codet(A) = 1 e A% > 1 forma il gruppo di Lorentz proprio
Altri sottogruppi (Fig. 1) si ottengono aggiungendo al gruppo proprio gli elementi di uno degli
altri tre settof.

1.4 (*) — Unteorema sulle matrici.

Qui vogliamo dimostrare un teorema sulle matrici:

Teorema 1 Una qualsiasi matriced pud essere diagonalizzata tramite due matrici unitarie:
UlTA U, = Ap, doveAp & una matrice diagonale e reale.

Per la dimostrazione useremo il fatto che
Teorema 2 AT A e A AT hanno gli stessi autovalori con le stesse moltegiicit

Consideriamo anzitutto il caso generico in cui gli autovalorddid sono distinti e non nulli.
Quindidet(ATA) = | det(A)|? # 0; A & invertibile, e

det(ATA — \) = det(A AT — \) = det(A) det(AT — AA™)

da questo segue I'asserto del teorema 2 nel caso generico. | casi particolari con autovalori non
nulli o degeneri possono essere ottenuti come limite dal caso generico.

Dal teorema 2 segue che le due matrici hermitidiiel e A AT possono essere poste nella
stessa forma diagonal®;

(1.25) U'AATU =D =VTATAV
Se adesso definisct/ = UTAV, e quindiA’t = VAU dalla (1.25) segue che
A'AT = ATA =D

e cicé che la parte hermitiana di, (A’+A'T) /2 commuta con la sua parte antihermitiad,—
A')/2i, e che quindid’ pud essere diagonalizzata con una matrice unitédfiagV A’ W =
Ap. La matrice diagonalel, pud essere espressa come prodotto di una matrice diagonale
realeAp ed una matrice diagonale unitaiig Ap = Y Ap. In conclusione otteniamd p, =
YIWTUTAV W, il che dimostra il teoremalcdl, = UWY, Uy =V W

Dal teorema 1 segue un interessante corollario:

Corollario 3 (Teorema della decomposizione centraldha qualsiasi matriced puo essere
espressa come prodotto di una matrice hermitiana e di una matrice unitdria: HU, H' =
HUU=1

8|l lettore spieghi perch i settori P, T, PT non sono da soli dei sottogruppi, e pérhon si possono ottenere
sottogruppi mettendo insieme tre dei quattro settori.
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Usando il teorema 1 basta infatti porke= UlADUf, eU = UiUs.

Nel caso di matrici reali la decomposizione porta al prodotto di una matrice simmetrica e
una ortogonaleAd = SO, ST = S, OTO = 1. Ad esempio nella prossima sezione vedremo
la decomposizione di una trasformazione di Lorentz in una rotazione (matrice ortogonale) ed
una trasformazione di Lorentz semplice (matrice simmetrica).

Notiamo che la decomposizione némecessariamente unica. Ad esempio in due dimen-
sioni sihaos x1 = 07 X (io3). La decomposizione diviene unica se ci restringiamo a particolari
classi di matrici.

Un caso interessantela decomposizione di elementi del gruppb(2, C).
(1.26) A=HU, det(A) =det(H) =det(U) =1; Tr(H) >0

La condizion€Tr(H) > 0 risolve una ambiguit nella attribuzione della matricel: deve es-
sere ascritta alle matrici hermitiane o a quelle unitarie? con la condiZig#€) > 0 decidiamo
per la seconda alternativa, e la decomposizidnaica.

Supponiamo infatti chéfU = H'U’. Quindi H' = HUU'! = HX & hermitiano mentre
X = UU'T & unitario. Possiamo scriverédd = a +b -G, X = ¢+ id - & cona,b,c,d
reali. Inoltre le condizionilet(H) = det(X) = 1; Tr(H) > 0 si traducono im?2 — b2 = 1,
@ +d?=1,a> 0. Dato cheH’ = HX

H =d 4V -3=(a+b-7)(c+id-&) = ac+ibd+ &(cb — b Ad + iad)

& hermitiano, deve esseié = 0, quindi, dato che > 0 segue che = 0, ciogc? = 1 e, dalla
condizionea’ > 0, segue che = 1, cioe cheX =1,eH’ = H.

1.5 Trasformazioni di Lorentz finite.

Vogliamo adesso dimostrare che una qualsiasi trasformazione di Lavéniizprodotto di una
trasformazione di Lorentz semplice (passaggio ad un sistema coordinato in moto coravelocit
¥), di una rotazioneR, e di una trasformazione discrelg cioé una delle quattro matridd =
1,P,T.PT.

(1.27) A = A(@)RD

Nel caso delle trasformazioni del gruppo di Lorentz proprio questo risultatsegue dalla
decomposizione degli elementi 8iL.(2, C'). Infatti ad una rotazione corrisponde $i1.(2, C)
una trasformazione unitaria, in effetti un elemento del sottogri§ip@), exp(ida/2), ed a
una trasformazione di Lorentz semplice corrisponde una matrice hermib't@t(na&gﬂ) con
b=n7, vy = 1/v1— 2.

In questa sezione eseguiremo la decomposizione direttamente, anche per mostrare una via
costruttiva e pi diretta. Avremo anche 'occasione di rivisitare alcuni dei risultati ottenuti nella
sezione 1.3.

Una trasformazione di Lorentz lungo I'asse x con vebbeit data da

¥y —yv 0 O
iy = oy 0 0], _ 1
0 0 0 1

Per ricavare la forma dA(¢) per una direzione arbitraria di possiamo procedere nel mo-
do seguente: se introduciamo due quadrivett#ri= {1,0} e v* = {0,7}, v, = {0,—7}
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possiamo riscrivere la (1.28) come

vHu,

72

(1.29) A@)H, =6, + (v — Dn*n, + y(n*v, —ovkn,) — (v — 1)
U

Questa forma piessere considerata valida per una direzione arbitraria Bossiamo allora
scrivere esplicitamente:

Y —Yv1 —Yv2 —7U3
. -1 Air A2 Aas 1
1.30 A@) = PV S
( ) (v) —Yv2 A1 A22 A23 K V1—92

—Yv3  A31 A32 A33

Dove la forma esplicita degli elementi di matrigg,, che non ci interessa per I'argomento che
segue, pa essere ottenuta dalla (1.29), e si trova per esteso nel testo di Jackson [3]. Dalla (1.29)
si ottiene direttamente I'iden&itA (V) A(—7) = 1.

Una qualsiasi trasformazione di Lorentzouo essere scritta come

sa 7b1 7b2 7b3
—scy iy l12 l13

1.31 A=
( ) —scy a1 laa a3
—sc3 31 Iz 33

)

doves = +1 ea > 0. Considerando i prodothA~! = A™'A = 1, conA~" = gATy,
vediamo che? — (b)? = a? — (¢)? = 1, da cui anchgb)? = (¢)2. Possiamo decomporre
guesta matrice nel prodotto

a —b1 —b2 —bg

—c1 il s
1.32 A=AD; =
( ) . —Cc2  lor o o

—c3 31 I3 a3

OO O W
OO = O
o= O o
— o O O

A secondo del valore di la matriceD; e la matrice identicas(= 1), o I'inversione temporale
T (s = —1). Se nella ident#

A = A(O)A(—-V)A1 Dy
scegliamar’ in modo tale che' = vy = \/1’37 e quindia = v/1 + ¢ = ~, troviamo che nel

prodottoA = A(—%)A; sihaA®; = 1, e quindi anche necessariamentg = A’ =0 (i =
1,2,3). Quindi la trasformazione di Lorent¥ & una pura rotazion&(&) (cond il vettore di

rotazione), oppure, séet(A) = det(A;) = —1, il prodotto di una rotazione e dell'operatore di
parie P: A = RD;conDy =1, P.
In conclusione:

(V)R(&) ses = det(A) =1,

(V)R(&)P ses = 1,det(A) = —1,
A@)R(@)T ses = —1,det(A) = -1,

(V)R(A)PT ses=—1,det(A) =1

(1.33) A = A(@)R(&) DDy =

Questo risultato chiarisce la struttura dei settori del gruppo di Lorentz discussi nella sezione
1.3. Invece delle componenti della veld@githe sono limitate dalla relaziof@? < 1 conviene
utilizzare come parametri le componentbdi v che variano s&R?3. Quindi dal punto di vista
topologico ciascuno dei settori del gruppo di Loreatequivalente al prodott®® @ SO(3),

dove SO(3% il gruppo delle rotazioni in uno spazio tridimensionale.
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1.6 Tensori, tensori invarianti e rappresentazioni
del gruppo di Lorentz

Un tensore a due opindici & un oggetto che sitrasforma come il prodotto di vetfti,#2---#n» ~
AF1BH2  CHn,

(1_34) THIE2: - Hn (T’)l"lﬂ2---ﬂn — A“;IA#32 . ”A,LL;,,"TVU/Q...V”

Pern = 0 abbiamo uno scalare, per = 1 un vettore, etc. In maniera analoga possiamo
definire tensori con uno o pindici sia covarianti, che contravarianti, ad esenipip~ A“B,,
Utilizzando le equazioni (1.7), (1.8) possiamo trasformare unaidngiici da contravariante a
covariante e viceversa.

Fissando i valori degli indici si ottengono mmponenti Ad esempio le componenti di
TH sonoT, 70 ... 733, In generale un tensore paveren indici covarianti em indici
contravarianti.

Il tensore metricgy”” € un tensore invariante: le sue componenti sono le stesse in ogni
sistema di riferimento. Infatti dalla (1.5),~' = gA” ¢ otteniamog = AgA”, ed esplicitando
gli indici,

(1.35) 9" = N A7

Notiamo che I'esistenza del tensore invariapteproprio la condizione che definisce il gruppo
di Lorentz, eq. (1.5).

Accanto agli scalari, vettori e tensori ordinari possiamo definire pseudoscalari, vettori assiali
e pseudo-tensori che sotto I'operazione di padtquistano un segno, che soncecitefiniti
dalle regole di trasformazione

(1.36) Pseudoscalare P — det(A) P
Vettore Assiale A" — det(A) A¥ A
Pseudo-tensore  PHt#2Hn — det(A) A¥) AFZ APy PRt

Il simbolo di Ricc? a quattro indici¢#¥*° & un pseudo-tensore invariante: la relazi8ne
" v p o /V/ /o_/ o Voo
(1.37) A AV AP A€V PO = det(A) P

esprime il fatto che & invariante rispetto a trasformazioni del gruppo di Lorentz proprio, ma
cambia segno per effetto di trasformazioni nei settdd 7' del gruppo di Lorentz, ed quindi
unopseudotensore

Notiamo la seguente relazione, la cui dimostrazione viene lasciata come esercizio,

1ot

(1.38) P G Guvt Gpp Goor €V P 7 = —Al

Si pw dimostrare che non esistono altri tensori invarianti ad eccettg dj delle loro
versioni contravarianti, e di prodotti traed e (ad esempigi*” g#7, g**eP?07, etc.). Questo
implica chenon esistono tensori invarianti con un numero dispari di indici

Esercizio 3 Dimostrare che non esistono vettori invarianti sotto tutte le trasformazioni di Lorentz.

911 simbolo e & completamente antisimmetrico nello scambio di qualsiasi coppia di indici, quindi si annulla se due
indici sono eguali, mentre’23 = 1.

10 a dimostrazione segue dalla definizione del determinante: se gli indicidsdn@, 3 si ottiene il determinante di
A; se gliindici sono una permutazione@il, 2, 3 si ottiene il determinante di una matrice ottenuta\daermutando le
colonne, quindit det(A) a secondo che la permutazione sia pari o dispari. Se infine due indici sono eguali, si ottiene
il determinante di una matrice con due colonne eguali, e il risuéatollo.
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Dall’equazione (1.34) segue che ad una trasformazione di Lorentz corrisponde una trasfor-
mazione lineare tra le componentifli Si verifica facilmente che al variare dil'insieme di

gueste trasformazioni lineari fornisce una rappresentazione del gruppo di Lorentz. Se il numero
di indici €n > 2 queste rappresentazioni sono riducibili e possono essere scomposte in rapp-
resentazioni di dimensione inferiore. La decomposizione si ottiene dalle seguenti osservazioni,
che si dimostrano facilmente utilizzando le eq. (1.34) e (1.5)

1. Il carattere dsimmetriao antisimmetriarispetto allo scambio di due indiéi invariante
rispetto a trasformazioni di Lorentz,

se Tpl...p,...,uk... — :I:T,ul...,uk...,ui...
a||0ra (T/)ul...uf;...,u,k... ::l:(T/);n.A.Mk.../M“.

2. Lasaturazionedi una coppia di indici mediante la matrigg, fa passare da un tensore
conn indici ad uno com — 2 indici. SeT#1-#i-Fk- & UN tensorey,,, ,, TH k-
€ anche un tensore.

3. Analogamente laaturazionali un indice covariante ed uno contravariante fa decrescere
di due il numero degli indici, Ad esempid* = T** & un vettore.

4. Il tensoree permette di trasformare un insiemekdK 4 indici rispetto cui il tensore sia
antisimmetrico, in(4 — k) indici. Ad esempio un tensore a quattro indici antisimmetrico
nello scambio di ogni coppia di indié necessariamente proporzionale“&°, e pw
essere espresso come uno pseudosc&lare

THYPO = VPP P g, dalla eq. (1.38)

1
P = =" Tupg

Analogamente si mostra (esercizio per il lettore!) che un tensore antisimmetrico a tre
indici T+*? si pud esprimere come un vettore assidle.

Senza inoltrarci nella analisi del caso generale esaminiamo come esempio il caso di un tensore
a due indici’*”. Anzitutto notiamo ch&” = g, T** & uno scalare. Possiamo quindi scrivere

1
(1.39) TW = S 4 AW+ 2C g dove
C= TMVg/“/
1
AW — §(pr _ TV/L)
gHY E(T#V + TV — ng‘“’
2 4

Quindi un tensore generict*” (16 componenti) pdl essere decomposto in uno scalar@ina
componente), un tensore simmetri§6” a traccia nulla, tale cechesS! = g, S = 0

(9 componenti indipendenti), e un tensore antisimmetréd (6 componenti indipendenti).

| primi due definiscono una rappresentazione del gruppo di Lorentz ché mdteriormente
riducibile. Il tensore antisimmetrico si risolve in due rappresentazioni irriducibili del gruppo
di Lorentz proprio — lo vedremo nella prossima sezione — ma risulta irriducibile rispetto al
gruppo di Lorentz completo (o a quello che include il gruppo proprio e il settore della)parit

1.7 Tensori antisimmetrici e dualita

Dato un tensore antisimmetrico a due indi¢i” definiamo il suaduale A*, un pseudo-tensore,

1
(1.40) AT = ST A
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Notiamo che la relazione tra un tensore e il suo deaiflessiva,
(1.41) (A" =-A
Esercizio 4 Dimostrare la(1.41)

Il concetto di tensore duale ha una applicazione fisica interessante alle equazioni di Maxwell,

(1.42) VAH

& =

B

+ gl

(1.43) VAE

Il
S O T Sy

VH
Queste si dividono in due gruppi: le prime due, (1.42), esprimono l'effetto di una detisit
correntey e di una densit di caricgp, le altre due, (1.43), possono essere viste come un vincolo

sui campiE,ﬁ, che deve essere soddisfatto indipendentemente dalla presenza di cariche e
correnti. Dalle prime due si deriva la legge di contiaudella carica:

(1.44) p+Vi=0

Le eq. di Maxwell devono avere la stessa forma in ogni sistema di riferimento, in modo da
garantire che la velogitdella luce sia invariant@ (questo il punto di partenza della relat)t

Deve essere quindi possibile riorganizzare le varie grandezze ed operazioni in termini di vettori,
tensori, etc. Gi sappiamo (vedi 1.12) che le derivate parziali formano un quadrivettore covari-
ante. La legge di continuit(1.44)e invariante purch le densi di carica e corrente formino un
quadrivettorej* = {p, j}:

(1.45) 9" =0
Le prime due equazioni di Maxwell hanno adesso l'aspetto
aUF(‘-’) = jH

Dove F(*) & un qualche oggetto composto dalle sei componenﬁ,cﬂ?. Il numero “6” fa
emergere la possibifitche si tratti di un tensore antisimmetrico. Si verifica facilmente che se
definiamo il campo elettromagnetico come.

0 E E, Fs
B, 0 Hy —H
-Fy —-Hy 0 H
-Fy Hy —-H, 0

(1.46) (P} =

le prime due equazioni divengono semplicemente
(1.47) o, FH = j#

di modo che le equazioni sono invarianti puedi¥*” si trasformi come tensore antisimmetrico.
Il suo dualee dato da

0 H, H, Hs
~H, 0 —E; £,
-Hy, Ey 0 -B
~Hy -By E; 0

(1.48) {(Fr} =

La relazione di dualit corrisponde quindi alla trasformaziohe— H; H — —E. Notiamo
che I'operazione di duafttrasforma il primo membro delle (1.42) nel primo membro delle
(1.43), che possono quindi essere scritte come

1
(1.49) Oy = S0, Fpy = 0
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Questa equazione si puisolvere esprimendo il campo elettromagnetico in funzione di un
quadrivettored,,, le cui componenti sono i cosidetti potenziali elettromagnetici:

(1.50) Fly = 0,A, — 0,A,

Notiamo infine che in assenza di cariche e correnti I'operazione di disalitmbia le equazioni
(1.42) e (1.43), e quindi lascia invarianti le equazioni di Maxwell nel loro insieme.

Se definiamo due campi “autodual#},”, F}/"",

DR A
(1.51) PR =

P L s
=

*UYV 14
Fp™" = —iFy

FiH = iFiv
(1.52)

si pw verificare, e lo faremo nella prossima sezione, Elee il campo che distrugge fotoni
‘right handed” e crea fotoni “left handed”, mentre il contrario vale per'l Mentre F#
dipende da due vettorl reaE B,FreFy dipendono da un singolo vettore complesso, rispet-
tivamenteF + iB e E — iBB.

Ad esempio, ponendd’ = (E + iB)/2,

0 Wi Wy W3
-W 0 —iWs Wy
Wy W3 0 —iWh
W3 —iW, il 0

(1.53) {(F} =

Notiamo infine cheF'g ed F, sono rappresentazioni del gruppo di Lorentz proprio, in effetti
reppresentazioni irriducibili, ma non rappresentazioni del gruppo di Lorentz completo. Infatti,
dato cheE & un vettore ordinario, mentr8 un vettore assiale, I'effetto della operazione di
parit, P, deve esser®E = —FE, PB = B, quindi PFr = —F, PF, = —FFp.

Fr ed F;, sono connessi da una coniugazione compFési%f F‘“’) . Torneremo a
parlare diF'’g e F, nella sezione 3.6.

1.8 Elicita dei fotoni e dualita.

In questa sezione studiamo la relazione tra i tensori destrorsi e sinistrorsi e Eadgiciotoni.
Vogliamo essenzialmente giustificare le qualifichdeltrorsoe sinistrorsoassegnate ai tensori
autodualiF’r, Fy, definiti nella eq. (1.51).

Partiremo dalla teoria quantistica del campo elettromagnetico libero, come ad esempio Si
trova nel primo capitolo del Mandl e Shaw, ref. [1]. Lavoreremo quindi nella cosidetta “gauge
di radiazione”, dove1®(z) = VA(z) = 0. Per esprimere il campd () in termini di operatori

an(k ) che dlstruggono fotoni di |mpulsb ed elicit h = +1 dobbiamo far uso di vettori di
polarlzzazmneh(k) a componenti complesse, e scriveremo quihdi

(1.54) ff(x) = (gh(f{) ah(/};’) i(kE—wt) +e (,;;) (E)e—i(ﬁf—wm>

1
% V2V wy,

11’operazione di duala & quindi 'analogo per i fotoni (e in generale per campi vettoriali), della matrices
nel caso delle particelle di spin 1/2. Questa connesioenaitralmente essere apprezzata solo dopo avere studiato i
campi di spin 1/2.

12per non creare confusioni cenche denota la operazione di dualitjui usiamo il simbold sia per indicare la
coniugazione hermitiana che, nel caso di una teoria classica, la coniugazione complessa.

13Usiamo uni& di misura in cuiff= ¢ = 1.
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Per determinaréh(E) consideriamo I'elemento di matrice

1

1.55 0| A(0) |k, h) = & (k
(1.55) (0[A(0)|E, ) m€h( )
dove|k, h) = a! (k) |0), e consideriamo il cadbin cui  sia lungo I'asse 3k = {0, 0, k}, k =

wy > 0, di modo che

(1.56) Js |k, B) = h |k, h)

Utilizzando le regole di commutazione (vedi anche la sezione 2.4) del momento angolare con
unvettore[As, J3] = i4y, [41, J3] = —iAs otteniamo
(1.57) 1 (0] A(0)[%, h) = (0] [A2(0) , J] [E, h) = i (0] A1 (0)|F, )

-

(1.58) h (0| A1(0)|k, h) = (0] [A1(0), J3] |k, k) = —i (0] A2(0)[E, k)
Unendo le due abbiamo

(156) Dalla (1.57) (0| A1 (0)|k, h) = —ih (0] A3(0)|K, h)
' edalla(1.58) = h%(0|A;(0)|K, )

Quindi i posiibili valori di J; sonoh = +1: il fotone ha spinl. Inoltre dalla (1.57) segue che

—.

hep,, 2 = tep,1: possiamo porréy, (k) = {1, ih, 0}. Da questo seguono le relazioni

(1.60) k
k

Queste relazioni, invarianti sotto rotazioni, sono valide indipendentemente dalla direziane di

Abbiamo visto nella sezione precedente che i tensori destrorsi e sinistrorsi possono essere
espressi in termini di un vettore comples&ost i B. Utilizzando le relazioni (1.60) si ottiene

o . A* B )
E(x) £iB( ):_ddix) 19 A A2)
- 211/w <(ZWEh(E) FEA €h(E)) ah(;g)ez@f_wkt))
Eh k
1 P . ¢ - LT
+ (( —iwéy (k) £ kA& (k)) al (k)e—z(kx_wkt)>
E.h V2V
iw(l £ h) . o
- T A k I)et(FT—wit)
e AV én(k) an(k)e
—iw(lFh) (., ~ —
P, (G af (RyetF e

Notiamo che inE + iB gli operatori di distruzione con eliéitnegativa sono moltiplicati per
(I+h)=(1-1)=0,equindi scompaiono dalla somma, e lo stesso accade degli operatori
di creazione con elicit positiva. Questo giustifica la definizione dbstrorsodata al tensore
associato & + iB. Il tensoresinistrorsorisulta associato alle elicéitopposte.

14Sek ha una diversa orientazione ci possiamo ricondurre a questo caso con una rotazione.
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1.9 Rappresentazioni del gruppo di Lorentz

La struttura del gruppo di Lorentz propréodeterminata dalla algebra di Lie del gruppo.gcio
dalle propried degli elementi di un intorno infinitesimo della ideatit

(1.61) A=1+¢,
Abbiamo visto, eq. (1.20) che” = ¢¥, g* deve essere antisimmetrica, per cui possiamo porre

0 by bo bs

—bl 0 —T3 T2

1

(1.62) =l 0 —m
—bg —T9 1 0

(1.63) P =7—-7FANT—ba°

che rappresenta I'effetto di una rotazione infinitesirhdegli assi coordinati (fig. 2) ed una
trasformazione di Lorentz infinitesima che fa passare ad un sistema di riferimento coravelocit
7 = cb. Possiamo riesprimer& in termini dei sei parametri infinitesin, b e di sei matrici

A
X'2

Figura 2: Effetto di una rotazione intorno all'asse 3.

Ji, K,

=3
(1.64) A=1+e=1+i) (rd; —bK;)
i=1

Le matriciJ,;, K;, definite implicitamente dalle eq. (1.64) e (1.62), formano una base per

I'algebra di Lie del gruppo di Lorentz (vedi sez. 2.3) Lasciamo come esercizio la deduzione
delle regole di commutazione:

T, Ji] = d€mIm
(1.65) [Je, Ki] = iepimKm
Ky, Ki] = —ierimIm

Le J; generano il gruppo delle rotazioni spazi@l{3), un sottogruppo del gruppo di Lorentz.
Le K; generano boost(cambio di velocid, accelerazione).
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Se si desidera una rappresentazione dell'intero gruppo di Lorentz occorre che nella rapp-
resentazione sia anche definito un operatore digaritConsiderando il prodotto tr& e gli
elementi infinitesimi del gruppo (eq. (1.23), (1.61), (1.62)), otteniamo la relazione

P(1+i7J + ibK)P = (1 + i — ibK)
che si traduce in

PJP =J;

(1.66)
PK,P = —K;,

relazioni che devono essere soddisfatte da una rappresentazione del’intero gruppo di Lorentz.
Notiamo che queste relazioni affermano dh& comporta come un vettore assidiecome un
vettore ordinario.

5pato che PT commuta con qualsiask (infatti PT = —1), non occorre preoccuparsi separatamente della
rappresentazione df.
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2 |l gruppo di Lorentz inomogeneo e la meccanica quantisti-
ca

In questo capitolo ci occuperemo del gruppo di Lorentz inomogeneo, detto anche gruppo di
Poincae. In particolare ci occuperemo della azione delle trasformazioni del gruppo di Lorentz
inomogeneo sui campi quantizZ4ti

In meccanica quantistica gli stati di un sistema fisico sono rappresentati da vettori in uno
spazio di Hilbert. A una simmetria del sistema corrisponde una trasformazione degli stati che
preserva l'interpretazione probabilistica della teoria. | 8%, | B) sono due vettori di stato, i
vettoriT |A) , T | B) ottenuti tramite la simmetri@ devono essere tali che

[(TB|TA)| = [(B|A)|

Wigner ha mostrafd che, nel caso di trasformazioni che appartengono ad un gruppo continuo
e che sono connesse all'ideatitad esempio quelle che appartengono al gruppo di Lorentz
proprio,& possibile scegliere le fasi dei vettori trasforrsith modo tale che

(TB|TA) = (B|T' T|4) = (B|A)

Alla trasformaziond corrisponde quindi un operatore unitario, 7 = 1.

2.1 Gruppi continui e algebra di Lie

Come abbiamo visto nella sezione 1.3, la struttura di un gruppo continiénplarga parte
essere colta studiando gli elementi vicini all’unit

Per un grupp@; ad n dimensioni (n=6 per il gruppo di Lorentz) gli elementi vicini all'énit
sono definiti dan operatori, X;, i generatori del grupppe n parametri infinitesimi,«;, e
possono essere scritti nella forma

i=n

(2.1) gla) = glag,ag,...a,) =141 Z%‘Xi + 0(a?)

=1
L'elemento invers@& dato da

g Ha)=1—i ZaiXi + 0(a?)

=1
Una rappresentazione di un grupf@ una mappa — U(g), (g € G) che rispetta la struttura
di g, cioé
(2.2) Ul)=1
U(91)U(92) = U(g192)
U(g™) =U"Y(g)
Per quanto riguarda gli elementi vicini all'ider@jtuna rappresentaziogedefinita dan oper-

atori X, di modo che, sé/(a) = U(g(a)) & l'operatore che corrispondegé«), possiamo
scrivere
(2.3) Ul@) =1+1i»_ a;X;+0(a?),

i=1

18Una discussione molto completa di questi temi si trova nel secondo capitolo del testo di Weinberg, ref. [4].
17Ne discuteremo piin dettaglio quando tratteremo di simmetrie discrete céme T.
18)| vettore associato ad uno stato fisialefinito a meno di una fase.
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Perche la rappresentazion€(g) sia unitaria i generatork; devono essere rappresentati da
operatori hermitianiX; = X;, di modo che

i=n 5

Ul=U(-a)=1- iZaiXi,—FO(aQ) =U'(g)

=1
Consideriamo adesso il prodotigg(a)g; ' doveg(a) & la trasformazione infinitesima della
eq. (2.1). Sey; = 0 (i = 1...,n) il prodotto si riduce all'ident&, quindi pere; # 0 ma
infinitesimi, il prodottoé ad una trasformazione infinitesima,

i=n

=n
(2.4) G(1+iY aiX)gr ' =g(0) =1+iY X
=1 i=1

sempre a meno di termid (a2, v?). Seg; € infinitesimo,g; = g(8) = 1+ Z?j B;X; +
O(3?), si ottiene esplicitamente, trascurando termanix?, 32, 2)

j=n i=n

i=n k=n
(2.5) ZZQZX1+ZZ ZZﬁJO[Z[XJ,XZ} :ZZ'}’I@X}@
i=1 j=1 i=1 k=1

Da questa equazione segue che il commutatore di due generatori del gruppo deve essere una
combinazione lineare di generatori,

b
I

n

(2.6) [X;, Xi]=i) CFiXi

>
Il
—

Sostituendo a sinistra nella (2.5) ed eguagliando i coefficienti,dsi ottiene®

n i

J

(2.7) Ve = O — szﬂjai
1

Il
3

Il
—

7 %

| coefficienti Cfi sono detti “costanti di struttura” del gruppo. Il loro ruckocentrale nella

teoria delle appresentaziorifacile vedere che sE; sono i generatori in una rappresentazione
g — U(g), i loro commutatori devono obbedire la

k=n
(2.8) (X, Xi]=i) C} X
k=1

conle stesse costanti di strutturénfatti riprendiamo il prodotto nella (2.4), che pgrinfinites-
imo diventa semplicemente

9(B)g(@)g(B)~" = g(7)
con i parametrty; dati dalla eq. (2.7). Deve quindi essere
UBU(UB)™ =U(v)
e sostituendo la (2.3) e la (2.7), si ottiene la relazione

j=n i=n

k=n k=n Jj=ni=n
ZZ iZﬁjai[Xj, Xi|=i Z WXp =i Z <— Z Z Cfiﬁjai>Xk
j=1 =1 k=1 k=1

j=11i=1

191 a forma esatta della (2.1), a meno di termid{a?), si ottiene dallo sviluppo dellg(a) = exp(iaX) =
1+iaX + (iaX)?/2 + . ... Usando questa espressione si verifica che la g2ctyretta a meno di termini del terzo
ordine ina, 8.
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che, dato chey;, 5; sono parametri arbitrari, si riduce alla (2.8).

Le combinazioni lineari dei generatori, ad esemgioy) = i) '_| @; X; formano uno
spazio vettoriale lineare. Lesistenza delle regole di commutazione (2.6) permette di definire
un prodotto tra elementi che risulta antisimmetrico, e che possiamo identificare con il commu-
tatore: [A(8), A(a)] = A(v). dove~ & una funzione antisimmetrica @i « definita dalle
costanti di struttura. Una struttura di questo tgpdetta una “algebra di Lie”.

In conclusione abbiamo visto che ad una rappresentazione di un gruppo caftoare
risponde una rappresentazione dei suoi generatpriDalla richiesta che la rappresentazione
del gruppo mantenga intatta la sua struttura (vedi le (2.2)), segue che la rappresentazione dei
generatori deve mantenere intatta la struttura delle regole di commutazione, o in termini tecnici
la struttura dell'algebra di Lie del gruppo: ad una rappresentazione del gruppo corrisponde una
rappresentazione dell’algebra.

Ci si pw chiedere se sia vero il contrario, se&idato un gruppo continug, ad ogni rapp-
resentazione della sua algebra corrisponde una rappresentazione del gruppo stesso. L& risposta
“no, ma quasi”. In termini un poco piprecis® si pw dimostrare che data una rappresentazione
dell'algebra, ci@ un insieme di operato; che hanno le stesse regole di commutazione dei
generatoriX;, si pw ottenere una rappresentaziongjdioppure una rappresentazione di un
gruppo pii grande,G’ che viene detto “gruppo universale di ricoprimento” (UCG, universal
covering group) dg.

Alcuni casi di questo fenomeno sono ben flotseG & il gruppo delle rotazioni O(3)5’

e SU(2), mentre al gruppo di Lorentz proprio corrispodg2, C'). In ogni caso il gruppo di
partenzag € una rappresentazione @i, quindi un altro modo di esprimere questo risultato
e: “ad ogni rappresentazione dell'algebra di Ligjdiorrisponde una rappresentazione del suo
UCG".

2.2 Unaregola di superselezione.

Nel caso del gruppo delle rotazioni, (ma le stesse considerazioni si applicano al gruppo di
Lorentz proprio), ad ogni rotaziong corrispondono due elementi di SU(2), —u. D’altra

parte noi vogliamo assicurarci che una rotazionémi R, sia fisicamente equivalente alla
identita. In altre parole per qualunque grandezza osservabdeper qualungue coppia di stati

A, B, deve valere la relazione

(2.9) (B|O|A) = (RoxB| O |Ryr A) = (B| R}_OR,, | A)

In meccanica quantistica ad ogni grandezza osservabile corrisponde un opératieté un
“osservabile”. Dato che le grandezze osservabili devono essere invarianti sotto rota2ioni di
tutti gli elementi di matrice dei corrispondenti operatori devono anche essere invarianti sotto
rotazioni di2w. Da questo segue che un osservabilé puere elementi di matrice non nulli
solamente tra due stati con spin intero o tra due stati con spin semi-intero. Gli elementi di
matrice tra uno stato a momento angolare intéfp, ed uno a momento angolare semi-intero,
|S), sono nulli:

(2.10) (I10S) = (R2xI| O |R2xS) = = (1|O|S) = 0

Dato che questo deve essere vero per qualsiasi grandezza osservabile Rd2tidyinaegola
di superselezione

201| lettore interessato ad approfondire questo argomento potrebbe consultare il secondo capitolo della rif. [4].
2lvedere la discussione nella sezione 3.1.
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Dato che la (2.9) deve valere per una scelta arbitraria degli4tafi, possiamo semplice-
mente scrivere
R} ORy, = O,
che equivale alla affermazione che ogni osservabildeve trasformarsi secondo una rappre-
sentazione tensoriale del gruppo di Lorentz.

Alla stessa conclusione si parrivare partendo dal principio di microcausalibsservabili
associati a punti, y a distanza di tipo spazio devono commutare tra loro,

[O(x), O(y)] =0 se(z—y)* <0

Grandezze di tipo spinoriale, che obbediscono a regole di anticommutazione, non possono
essere osservabili. Ad esempio il campo di una particella di spin 1/2 obbedisce a regole di
anticommutazione a tempi eguali:

W@t (7) = —¢'(@)v'(@) Inoltre
Y1(Z)yT () |0) = |stato a due particelle# 0 e quindi
[W(@), 0" ()] = 20" (@) (H) # 0

Il campo di una particella di spin 1/2 n@nquindi osservabile.

2.3 Algebra del gruppo di Poinca®e

Le trasformazioni del gruppo di Lorentz inomogeneo (o gruppo di Paicaonsistono in una
trasformazione appartenente al gruppo di Lorentz proprigeguitada una traslazione del
sistema di coordinate. Una tale trasformazione viene indicata con la ogppia):

(2.11) (A, a)=(1, a)(A, 0)

il suo effetto sulle coordinate” &

(2.12) ot = 't = At Y — ot

Se eseguiamo una seconda trasformazidrie «’) in cascata, otteniamo
gt =gt = AN —a = AT N P — N —a'

Il prodotto tra due trasformaziogiquindi dato da

(2.13) (A, a)A,a)=(ANA ANa+d)

Studiamo adesso la struttura dell'algebra di Lie del grupp& iccmmmutatori dei genera-
tori. Gia conosciamo le regole di commutazione dei generatori del gruppo di Lorentz proprio,
(1.65),
[Jka‘]l] = Z‘Eklm‘]WL
(2.14) [Jka Kl] = i€kimKm
K, Ki] = —ieximIm
E conveniente esprimere Jg,,, K,,, come elementi di un tensdreantisimmetricoJ*”
0 -K;y -K; —-Kj
Kl 0 J3 *JZ

Ky —-J3 0 Ji
K: Js -J; 0

(2.15) =

22Come vedremd“¥ si trasforma come un tensore.
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quindi J'2 = J3, J! = K1, ..., e riscrivere la trasformazione infinitesima (1.64) (vedi anche
la 1.62), come

1=3 .
(2.16) (A, 0)=1+i> (rdi—bK;) =1 %Z I
=1 8%

Le regole di commutazione (2.14) si riassumono in
(2.17) (3, 377 = ‘(9””JW — g — g T+ gw”p>

Lasciamo al lettore la verifica della equivalenza di questa espressione con le (2.14)pche pu
essere eseguita caso per caso.

Il sottogruppo delle traslazioni, composto dalle trasformazibnu*) € definito da 4 parametri,
quindi le traslazioni infinitesime possono essere scritte in termini di quattro opePdtort
{H,P},

(2.18) 1, a*) =1-1iP"a*g,, =1—iP,o*
La legge di moltiplicazione delle traslaziomi(scusate il bisticcio) additiva,
(2.19) (1, a*)(1, ") = (1, a* + bM)

Per trasformazioni finite si ottiene semplicemente, applicando ripetutamente la (2.19), che
(1, a") = (1, a*/N)N Per N — oo possiamo considerard, a*/N) come una trasfor-
magzione infinitesima, quindi

P ©w
(2.20) (1, a%) = lim (1- z'“T“)N = exp(—iP,a)

Dato che il prodotto (2.19 commutativo, |d€P# devono commutare tra loro,
(2.22) [P*,P"]=0, (u,v=0...3)

Restano infine da determinare i commutatorikyg, K,, e P,,. Per fare questo consideriamo
il prodotto,

(2.22) (A, 0)(1, a)(A™", 0) = (1, Aa)

dovea,, sono grandezze infinitesime Aeé una trasformazione di Lorentz infinitesima; possi-
amo quindi usare le (2.16), la (2.18), e la (1.63) per scrivere

(1- %GWJW)(l — Py (1 + %GWJ“”) —1—iP,(a" + e ")
e, con qualche semplificazione,

€ [ I Py = 2ie,,a” PH
= iewa’\((sK Pt — o\ PY)
dato che i parametri infinitesimj,,., o* sono arbitrari, e che nel secondo termine della eguaglian-

za abbiamo avuto cura di antisimmetrizzare il coefficiente,dix* rispetto allo scambig <
v, risultano le regole di commutazione

(3 Py = i(0Y P* — 51 PY)
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ovvero:
(2.23) (3, PX] = i(g™P" — gMPY)

che possiamo scrivere in dettaglio come

(2.24)

Dalle regole di commutazione (2.24) segue che il valore di aspettazidplé tiia stati fisici
si trasforma come un vettore sotto trasformazioni di Loréf(, 0)

(B|P?|A) = (TB|P?|TA) = (B|T'P’T |A)
(L4 e ™ )PP (L = e 3) |4)

= (B
= (B[ (P” + ¢, PY)|4)
= A?, (B|P"[A)

(2.25)

A livello operatoriale abbiamo semplicemente
(2.26) TTPPT = A?, P

Abbiamo verificato questa equazione per trasformazioni di Lorentz infinitesime. Dato che una
trasformazione finita si ottiene dal prodotto di trasformazioni infinitesime, per verificarla in
generale basta dimostrare che la trasformazioferiipetta il prodotto tra elementi del gruppo.
Questo si verifica facilment&?, chee un operatore che agisce sui vettori dello spazio di Hilbert,
commuta con grandezze numeriche come gli elementi della matyigeindi:

(2.27) TITIPT, Ty = T AyPTy = AYTIPT) = AyA P

In modo del tutto analogo possiamo dimostrare @Hg si trasforma come un tensore a due
indici; per trasformazioni infinitesinté,

13T = (1 + %EWJW)JPU(l - %GWJ‘“’)

=377+ S [ 3, 377
(2.28) po 1 vp THO up Jro Vo Tup Ko JVp
=J — 5w (9 JHT — ght Jve — g"? JHP + ghJ
=JP7 e JNT 4 €7, I
= A7 A%, I
Per dimostrare il risultato anche nel caso di trasformazioni finite basta anche in questo caso

dimostrare che il risultato ottenuto rispetta la legge del prodotto tra elementi del gruppo; lo
lasciamo come esercizio per il lettore.

23Nei passaggi utilizziamo la antisimmetriack J, ad esempie-e,, g¥° = e,.g"° = €., € nel passaggio finale
trascuriamo termini del secondo ordinexin
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2.4 Latrasformazione delle grandezze di campo.

Nella teoria di campo le grandezze fisiche sono operatori funzione delle coordinate. In questa
sezione esploriamo le trasformazioni dei campi per effetto di elementi del gruppo di Roincar
In generale un camp® avra un certo numero di componenti,

U(z) = {¥(z), Ua(x), ... U,(x)}.

Ad esempio il campo elettromagnetidd*” ha sei componenti (vedi la sezione 1.7). Una
trasformazione di Lorentz produce due effetti: un cambiamento delle coordinate e una trasfor-
mazione lineare delle componenti. Per sbrogliare questa situazione un poco complessa, comin-
ciamo con il considerare il comportamento del campo nel punto con coordifiate0, cioé

I'origine del sistema di riferimento, le cui coordinate sono invarianti sotto trasformazioni di
Lorentz. Una trasformazione di Lorentz@solamente produrre una trasformazione lineare
delle componenti,

(229) TT(A7 O)WT(O)T(A> 0) = Srs(A)\Ijs(O)

Ad ogni trasformazione\ deve corrispondere una matrice di trasformazione n, S,s(A).

Si vede facilmente che questa corrispondenza deve essenapmasentazioneel gruppo
di Lorentz proprio. Infatti alla non trasformaziond, = 1 deve corrispondere la matrice
unita S, = 94,5, e l'effetto di due trasformazioni successig, Ao, deve essere (vedere la
discussione della (2.27)) quello del loro prodotto:

TH(A1, 0)TT(As, 0)¥(0)T(A2, 0)T(A1, 0) = S(A2)S(A1)¥(0)
= TT(A2A1, 0)W(0)T(AgAy, 0) = S(AA;) W

e da questo segu&(A3)S(A1) = S(AzA1). Quindi i campi possono essere classificati sul-
la base delle rappresentazioni del gruppo di Lorentz propEosufficiente considerare le
rappresentazioniriducibili , di cui abbiamo trovato una lista completa nella sezione 3.

Il secondo passo nel nostro studio riguarda I'effetto delle traslazioni. Leffetto di una
traslazionel'(1, a*) & semplicemente* = z'* = x* — a#; x e 2’ sono coordinateello
stesso puntaquindi se la funziong (z) rappresenta una qualche propaief un sistema fisico,
la funzione trasformatg’(«’), che rappresenta la stessa grandezza nello stesso punto, main un
diverso sistema di coordinate, a@emplicemente data ¢f&z’) = f(«). Dato cher = 2’ +a,
avremo semplicemente, vedi la figuraf3(z’') = f(z’ + a).

AT

» X

> X

Figura 3: Traslazioni: a sinistra, effetto sulle coordinate, a destra, effetto su una funzione delle
coordinate.

Consideriamo adesso gli elementi di matrice di un operatore di canipn Gli effetti di
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una traslaziond = T'(1, a) = exp(—iP ,a*), eq. (2.20), sono dati ¢a

(B|W(x)|4) = (TB|¥(x)|TA) = (B| T1¥(2)T|A)

(2.30) = (B|¥(z +a) |A)

A livello operatoriale abbiamo quindi semplicemente
(2.31) TT0(2)T = exp(iP,a")¥(z) exp(—iPa) = ¥(z + a)

Notiamo che, se consideriamo una trasformazione infinitesimas 1 + P ,¢*, la (2.31)
diviene
0V (x)

ozt
da cui, eguagliando i termini del primo ordine dnotteniamo le regole di commutazione tra
P, ed il campo?,

(1 +iP,6")U(2)(1 — iP,0") = U(z + 6) = T(z) + o

(2.32) (P, 0(r)] = i )

Ovvero, separatamente per le componenti spaziali e quelle temporali,

(2.33) [H, U(z)] = —i¥(z), [P, ¥(z)]=iV¥(z)

Armati di questo risultato possiamo tornare alle trasformazioni di Lorentz e dedurre la legge
di trasformazione per un campo in un puntt arbitrario. Lideaée di eseguire tre trasfor-
mazioni: (1) traslare il campo nell’'origine, (2) applicare la trasformazione di Lorentz, (3) ri-
traslare il campo al punto giusto. Il primo e il terzo passo sono traslazioni, e possiamo usare
la (2.31), mentre la secon@sdla trasformazione di Lorentz di un campaoin= 0, e possiamo
usare la (2.29). Quale sia la traslazione giusta da applicare nel terzo passo lo dice la legge del
prodotto tra trasformazioni di Poindgreq. (2.13), da cui ricaviamo la ideatit

(2.34) T(A, 0) =T(1,—x)T(A, 0)T(1,A" z) = 1 T T3

In conclusione la legge di trasformazione del campo risulta

(2.35) TT(A, 0)T,.(2)T(A, 0) = S, (A) ¥ (A1)

Lasciamo al lettore lo sviluppo dei singoli passi, come pure la soluzione del seguente
Esercizio 5 Dimostrare chel'f (A, a)V,.(z)T(A, a) = S.s(A) ¥ (A~ (x + a))

Nel caso di una trasformazione infinitesima, se indichiamo«@n generatori nella rappre-
sentaziones'(A), ciog, perA infinitesima,

(2.36) S(1— ;;ewJW) =1- %Guysﬂu

la (2.35) diviene

(1+ 56" ) W(@)(1 = Seud™) = (1= Zeus™ (" — )
v 0¥ ()

i 174
(2.37) =(1- iews“ YU (z) —elx dz, )
= (1 ™) (W) - %e,w(x”a“’ ) (x))

24possiamo consideratd3| ¥(x) | A) come una funzione del punto cui applicare le precedenti osservazioni.
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dove nell'ultimo passaggio abbiamo avuto cura di antisimmetrizzare il coefficientg .dDal
termine lineare i, otteniamo le regole di commutazione

(2.38) (I W(z)] = — (s’“’ +i(zho” — z”a”)) U(z)

Le regole di commutazione del momento angolare si ottengono podéfde J3, s'2 = s,
etc. e ricordando ch& = —9;, col risultato:

(2.39) [Ji, O(2)] = —(s; + L) ¥(x); L=37A(—id)

I due termini corrispondono rispettivamente al momento angolare di spin e al momento ango-
lare orbitale.

Come esempio consideriamo un campo vettofi&téz): le componenti diV*(0) si trasfor-
mano per definizione come un vettore, quisdi\) = A,

(2.40) TT(A, 0)VH(0)T(A, 0) = A*,V¥(0)
Mentre perr qualsiasi
(2.41) TT(A, 0)V*(2)T(A, 0) = A* V¥ (A~ )

Notiamo cheV#(0) si trasforma esattamente co®é, vedi la (2.26), quindi le regole di com-
mutazione div’#(0) con J#” sono le stesse, (2.23), (2.24). Troviamoidesrelazioni usate
nella sezione 1.8, ad esempia(0) , J3] = V71 (0).

Quanto detto per i campi si applica egualmente a qualsiasi operatore locale (funziotje di
con definite propriét sotto trasformazioni di Lorentz. Ad esempio il quadrivettore corrente—
densia di caricaj”(x) = {p,}‘} (vedi la sezione 1.7) si trasforngdecome un campo vettoriale,

e le sue componenti i = t = 0 avranno con/** le stesse regole di commutazioneRii, ad
esempio

(2.42) (Ji, Jk(0)] = i€ikmim(0)
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3 llgruppo di Lorentz proprio e le sue rappresentazioni spino-
riali

3.1 Le rappresentazioni spinoriali e il gruppoSL(2, C')

Possiamo costruire due diverse rappresentazioni bidimensionali del gruppo di Lorentz proprio
(o meglio della sua algebra), con le seguenti identificazioni per i generatori:

—

(3.1) J K=—i—  oppure

(3.2) J K = +i

[CURSTR Y RST]
[CIRSTR CY RS

doved sono le matrici di Pauli.

@3 w=(V o) w=(0 7). =3 °)

In corrispondenza di queste rappresentazioni per i generatori abbiamo due diverse rappresen-
tazioni per le trasformazioni di Lorentz infinitesime

U=1+i%2

(3.4) A=1+i7J —ibK — 2
V=1+i%+

SR

Le due rappresentazidfisono dette rappresentazioni spinoriali, infatti se consideriamo il sot-
togruppoO(3) del gruppo di Lorentz esse si riducono alla nota rapresentazione spinoriale del
gruppo delle rotazioni.

Non e possibile aggiungere all’'una o all’altra di queste rappresentazioni un operatore che
rappresenti la paat P dovrebbe (vedi eq (1.66)) commutare ci@hed anticommutare con
¢, cosa manifestamente impossiB?leE tuttavia possibile ottenere una rappresentazione del-
l'intero gruppo di Lorentz combinando le due rappresentazioni. Si ottiene allora la rappresen-
tazione quadridimensionale utilizzata nella teoria di Dirac delle particelle dilgginTornere-

Mo su questo argomento dopo avere studiato in maggior dettaglio le rappresentazioni spinoriali
del gruppo di Lorentz proprio.

Nel caso del gruppo delle rotazioni le rappresentazione spinoriali non sono rappresentazioni
di O(3), ma di un gruppo “pi grande”,SU(2). Ad ogni elemento dD(3) corrispondono due
elementt’ (u, —u) di SU(2). Lo stesso fenomeno accade nelle due rappresentazioni spinoriali
del gruppo di Lorentz proprio, che sono in r@attue diverse rappresentazioniddi(2, C), il
gruppo delle matricR x 2 a componenti complesse con determinante eguale a&d ogni
elemento del gruppo di Lorentz proprio corrispondono due elementsu), di SL(2,C). La
condizione sul determinante si verifica direttamente per le trasformazioni infinitesime: dato che
Tr O = 0,

det(1 4 iF3 F b3) = 1 + Tr(ifg T b3) = 1
Dato che una trasformazione finitadpessere espressa come prodotto di trasformazioni in-
finitesime, la condizione sul determinaiealida in generale.

In una prima lettura il lettore pdirsaltare direttamente alla sezione 3.8 Le sezioni interme-
die non fanno parte del programma d’esame, ma possono essere utili per un approfondimento
del tema.

B 25Notiamo che le rappresentaziamin sono unitariel/T £ U, eccetto quando rappresentano una pura rotazione,
b =0, e che in questo cadd = V: per il gruppo delle rotazioni esiste un solo tipo di spinore.

26All0 stesso modo possiamo vedere che le due rappresentazioni non sono equivalenti: non esiste urig tafrice
cheXid X 1=ifeXdX ! =—0.

27Questo deriva dal fatto che nella rappresentazione spinoriale del gruppo delle rotazioni ad una rotazione deter-
minata dal vettore di rotaziong, cioé una rotazione di un angol@i| intorno all'assed, corrisponde I'operatore

u = exp(id - @/2). Ad una rotazione di angol@| + 2, la stessa rotaziong O(3), corrisponde-u in SU(2). Pl
correttamente diremo che ade —u corisponde in O(3) una rotaziowe
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3.2 (*) Gli spinori

In questa sezione ci occuperemo della prima delle due rappresentazioni del gruppo di Lorentz
proprio contenute nella (3.4). Nella prossima sezione ci occuperemo della seconda e della
relazione tra le due.

Un spinore che si trasforma secondo la trasformaziénmella (3.4)e denotato cog® =

{&', €%}
(3.5) £ — & = U%GE

Possiamo costruire uno scalare a partire da due spinori utilizzando il simbolo dieRjcci
(€12 = —€21 = 1; €11 = €22 = 0),

(3.6) e = iy = (_01 (1)>; (2 = -1

Dalla relazione (per una dimostrazione vedere la nota alla eq. (1.37))
(3.7 UO,‘YU%GQB =eysdetU = ey

segue infatti che

(3.8) Eeapn” — U eapUlm’ = Eeyon’

La equazione (3.8) ha una interpretazione fisica interessante: le due componenti di uno spinore
corrispondono a due possibili orientazioni dello spin, quindi la combinaziSrgsn”® =

&n2 — ¢2p! corrisponde ad uno stato di singoletto. Il singoletto.ha= 0, edé quindi in-
variante per rotazioni; 'equazione (3.8) ci dice che essmche invariante per trasformazioni

di Lorentz arbitrarie.

La matricee ricopre per gli spinori il ruolo di un tensore metrico (vedi (1.2)).
Conviene riscrivere la (3.7) sopprimendo gli indici:

UTel =€, ovvero
(3.9) U=t =—eUTe, dacuianche
UeUT =€

Come nel caso dei vettori possiamo usare [@er definire spinori con I'indice in basso,
o = eaggﬁ, che si trasformano come

§o = Eaﬁgﬁ = (€)a
— (eU¢&), = —(eUe€f), € usando la seconda delle (3.9)
= (U)o = (U e5,8
=&U,

(3.10)

La combinazion&“n,, tra due spinori con indici in alto e in baseaquindi un invariante:

(&n) — (EU1Un) = (&n).
Conviene inoltre definire une®” ad indici in alto, anch’essa data dalla eq. (3.8)ten-
zione! dato che:? = —1 la transizione inversa della (3.10) acquista un segno,

(3.11) o — b,
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3.3 (*) Spinori puntati

Dobbiamo adesso esaminare la seconda rappresentazione bidimensionale del gruppo di Lorentz
proprio, introdotta nelle eq. (3.2) e (3.4). Definiamo quindi un secondo tipo di spinori, gli
spinori “puntati” ¢, con indice basso che si trasformano secondo

(3.12) G = Vi’ = (VQa
dove la matricd/f e (vedi (3.2), (3.4)), nella sua forma infinitesima,

‘ = T
(3.13) v.p = (1+i%”+§)ﬁ

&t

L'uso di indici “puntati” serve a distinguere questi indici da quelli degli spinori “normali” che
sono “non-puntati”. Il lettore attento évmnotato che I'aver definito gli spinori ad indici “pun-
tati” bassi come quelli che si trasformano con la matficdefinita nella eq. (3.4 arbitraria
(avremmo potuto scegliere quelli alti), come del resto arbitraria era la scelta degli spinori ad
indici non-puntati alti come quelli che si trasformano con la matricgella eq. (3.4). Le scelte
opposte sarebbero state altrettanto valide. Tra le 4 possiblibiamo scelto quella normal-
mente usata, ad esempio nel testo di Landau e Lifshitz [2], che complementa utilmente queste
note.

Detto questo, possiamo ripetere rapidamente i passi seguiti per gli spinori ad indici non-
puntati, lasciando i dettagli al lettore. Cominciamo con I'introdurre i simboli di Ricci ad indici
puntati sia alti che bassiy ;. %8, definiti ambedue dalla (3.6). Notiamo poi che la grandezza

gdewng e un invariante. L'analogo dell eq. (3.8)
(3.14) V= _—evTe

Infine utilizziamo i simboli di Ricci per passare da spinor puntati bassi a spinori puntati alti, e
viceversa,

(315) (= e o= egl”
La legge di trasformazione degli spinori ad indici puntati alti risulta

¢ = =gy = —(eC)"
— (—eV()* = (Vee))™ = (—eVe)%¢? e usando la (3.14)

(3.16) o
= (VIT)3eP
=

Le rappresentaziorli e V' della equazione (3.4) sono connesse da un’operazione di coni-
ugazione complessa. Le matrici di Pagligodono delle relazioni

(3.17) o =eoe; equindi (io;)" = —eioze
(3.18) ol =eose; eanche (io;)! = eiose

e dalla (3.17) segue la seguente relazione tfa &V':
(3.19) U*=—eVe edalla(3.14y ! =Uf

Il coniugato complesso dello spinore ad indici alti non-puntgtt, si trasforma come uno
spinore ad indici puntati alti®, come si vede paragonando alla luce della (3.19) le leggi di
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trasformazione per i due tipi di spinori:

(Ea)* N (U%fﬁ)*
& - (—eVe)dﬂ-Cg vedi eq. (3.16)

Quindi la coniugazione complessa permette di passare da indici puntati a indici non-puntati. Il
complesso coniugatg* di uno spinore ad indici non puntafi € uno spinore ad indici puntati.
Possiamo porré

(3.20) (&) = ()"

Riassumiamo le leggi di trasformazione dei due tipi di spinori, con indici puntati e non-
puntati, ciascuno nelle due forme con indici in alto e in basso, alla luce delle eq. (3.4), (3.5),
(3.10), (3.12), (3.16), (3.19). In ciascun caso diamo la legge di trasformazione nella sua forma
infinitesima, sopprimendo gli indici spinoriali, e notiamo la relazione con gli spinori con indici
spostati, alt=-bassi.

(3.21) & E—-UE=(1+ z’%ﬁ - 52&)5
(3.22) € E— U =¢(1- z? + 525)
(3.23) ¢ ¢—= V=t = —z%a - 55)
(3.24) Ca (—=V¢(=(1+ izj + 52&)(

3.4 (*) I multispinori, prima parte.

L’analogo spinoriale dei tensori sonaultispinori oggetti che si trasformano cofigrodotti
di spinori. Cominciamo con il caso di multispinori con indici non-puntati, definiftég®z--» ~
E¥p2 9%, cioé

o1z Qn (Z/)maz-..an _ U(Xﬁll UC%Q o U(Xézﬁzmﬁz..-ﬂn

mentre nella prossima sezione discuteremo del caso generale, quello di multispinori con indici
sia puntati che non-puntati.

Notiamo che i simboli di Ricci sono bispinori invarianti: dalla terza delle (3.9) infatti
troviamo

(3.25) U"‘él Uaég P2 — cnaz
mentre, sostituendd conU ! nella (3.7), otteniamo

(326) €6182 (U_l)ﬂ(lxl(U_l)B?xz = €ajas

28In generale non si possono eguagliare spinori con indici di tipo diverso. Qui vogliamo dire che alla luce della
(3.19) il complesso coniugato delle componenti di uno spinore non pugtagoossono essere identificate con le
corrispondenti componenti di uno spinore puntd£d,)* = (£*)1, (€2)* = (¢*)2.

29Useremo il simbolov per indicare che due grandezze si trasformano nello stesso modo
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Un multispinore che sia antisimmetrico rispetto allo scambio di una coppia di indictggere
espresso in termini die di un multispinore con due indici in meno. Infatti, 51 *23--n —
—X®201a3--An - gyremmo

El 2a3...00p —_ _22 lag...(xn; 21 lag...an — 22 2a3...Qp — 0
CiOé N2z n 6(110422043...(1”

dove iag‘..an — El 2.0 %Galonalazag...a"

Possiamo quindi limitarci a considerare il caso di multispintoialmente simmetrigicioe
simmetrici rispetto allo scambio di ciascuna coppia di indici. Un multispinore totalmente sim-
metrico adn indici han + 1 componenti differenti. Il conteggi® semplice: gl indici possono
essere divisi in due gruppk, che prendono il valoré, edn — &k che prendono il valorg. Data

la simmetria, due componenti sono differenti solo se hanno un diffekemfgossibili valori di
ksono{0,1,2...n}.

I multispinori totalmente simmetrici forniscono rappresentazioni del gruppo di Lorentz pro-
prio, o pu precisamente dB3L(2, C), e quindi allo stesso tempo rappresentazioni del gruppo
delle rotazioniSU(2). C’'e una relazione precisa tra i multispinori e gli autostati del momento
angolare. Consideriamo un multispinore totalmente simmetrico iadici; per effetto di una
rotazione degli assi coordinati di un angelantorno all’assez, rappresentata dalle matrici

A = exp(iaR3)
_ 03
U =exp (za 5 ) ,

la componente coh indici eguali adl edn — & eguall a2 acquista una fasexp(: M),

quindi corrisponde a un momento angoldge= (% ") Al variare dik J; puo allora assumere
ivalori {§,5 —1,... — §}. Le componenti dl un tale multispinore corrispondono ad un
multipletto di momento angolare cgn= n/2.

Come caso particolare, per = 2 ritroviamo un risultato ben noto: le combinazione
simmetriche di due spiih/2 formano un tripletto di stati con momento angolgre 1.

3.5 (*) I multispinori, seconda parte.

Nella sezione precedente abbiamo trattato di multispinori con indici “non-puntati”. Ripren-
diamo la discussione estendendola a multispinori prowvvisti di indici sia non-puntati che pun-
tati, cice di grandezze che si trasformano come prodotti di spinori con i due tipi di indici,

’—‘041062 Qi Ngal agean

25 Pp, -+ Tp,r CIOB

= U, UG VLV @

=al. =/
(327) \_‘Blmﬁm - ( )ﬁl ﬁm o Yn B 01...0m

Notiamo che:

1. Possiamo facilmente estendere la definizione ad includere indici non-puntati bassi ed
indici puntati alti. Questi non introducono naitlato che sappiamo trasformare gli indici
da bassi a alti e viceversa.

2. Possiamo limitarci a considerare multispinori simmetrici rispetto allo scambio tra due
indici dello stesso tipo (ambedue puntati oppure ambedue non-puntati). Un multispinore
antisimmetrico rispetto allo scambio di una coppia di indici dello stesso tigogsy
sere ridotto ad uno spinore con un numero inferiore di indici. Abbiamo discusso questa
situazione nella sezione precedente nel caso di multispinori ad indici “non-puntati”.
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3. | simboli di Riccie?¥ €€ SONO bispinori invarianti. Lasciamo al lettore la dimostrazione,
che segue le linee di quanto fatto sulleon indici non-puntati.

La trasformazione di un multispinoEin eq. (3.27) rappresenta una trasformazione lineare tra
le componenti dE. Se= ha N componenti indipendentt;, =», . .. =, possiamo riesprimere
la trasformazione (3.27) come

(1]
[1]

(3.28) L= 3" S(U)E,

r=N
kE —

1

r

doveS(U) &€ una matricéV x N funzione diUU (notiamo ché/ noné indipendente d& cui e
legato dalla (3.19)). Si verifica facilmente cHéU) fornisce una rappresentazione del gruppo
SL(2,C),

S(U1)S(U2) = S(Ur Us)
S(1) =1

I multispinori simmetricinei loro indici puntati e nei loro indici non-puntati forniscono rappre-
sentazionirriducibili del gruppo di Lorentz proprio, che possiamo identificare con una coppia
di numeri(n/2, m/2), doven, m sono rispettivamente il numero di indici non-puntati e il nu-
mero di indici puntati.

Il lettore verifiche&®® che la rappresentaziorie /2, m/2) ha(n + 1)(m + 1) componenti
indipendenti.

Notiamo una importante propréetelle rappresentaziofi/2,m/2): ad una rotazione di
2w intorno all'assey corrisponde la trasformaziorié = exp(ind - &). Dato che gli autovalori
di & - @ sono+1 avremoU = —1 e, dalla eq. (3.19)Y = —cU*e¢ = —1. L effetto di
guesta trasformazione su un moltispinore gandici non-puntati en indici puntati saa quindi
semplicemente (eq. (3.27))

(3.29) 25 - (T E

Da questo segue che le possiamo suddividere le rappresentézj@in/2) in due classi:
quelle con(n + m) dispari, che cambiano segno sotto una rotaziorgrdsono detteappre-
sentazioni spinorialmentre quelle coin + m) pari sono detteappresentazioni tensoriali
3.6 (*) Spinori e vettori.

Esaminiamo ora le pisemplici rappresentazioni tensoriali del gruppo di Lorentz proprio, e
precisamente quelle camm < 2. Troveremo le rappresentazioni discusse in dettaglio nel
capitolo 1:

(0,0) Lo scalare.
(1/2, 1/2) Un quadrivettore.
(1, 0) Tensore antisimmetrico a due indici destrorso.

(0, 1) Tensore antisimmetrico a due indici sinistrorso.

30Nella precedente sezione abbiamo considerato in dettaglio il caso di multispinori con indici non-purétaksieio
rappresentazior(in/2, 0).
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(1, 1) Tensore simmetrico a due indici a traccia nulla.

In questa sezione esaminiamo la (1/2, 1/2), mentre nella prossima verranno discusse le altre tre.

Conviene scrivere la (1/2, 1/2) nella forma con i due indici in‘alifbé,; essa si trasforma
come il prodotto di uno spinore non puntato ed uno spinore puntafo, £ ¢, ovvero, (vedi
eg. (3.21), (3.23)),

(3.30) n—n =UnpV!

Possiamo formalmente esprimeyén termini di quattro grandezzg+ ={V°, V1, V2, V3}
tramite la relazione

Vo4 v3 vi—v2

=0 .G = VH
V1+Z.V2 VO—V3 7V 1+V ag ‘/PO'IL,‘7

(3.31) n = ‘

doves, = {1,5}, ma, perck V'* possa essere considerato un quadrivettore occorre verificare
che la trasformazione (3.30) glisi traduce in nella corrispondente trasformazione di Lorentz,
Vi — A# V¥, Lo possiamo verificare esplicitamente per trasformazioni infinitesime:

7 b3\, 77 ba
n/:V/“UH=<1+22—2>V‘0H(1—22—2>
. L
=Vto, + %[fi Vio,] - 5 {3,V a,}
V14V .6-FAV.-3-V%.0-b-V1

e, raccogliendo i coefficienti di e di 1,

VO0=v0—b.V

Quindi V# si trasforma come un quadrivettore (vedi eq. 1.63). Questo conferma l'identi-
ficazione della rappresentazione (1/2, 1/2) con la rappresentazione vettoriale del gruppo di
Lorentz proprio.

Una seconda forma interessante del bispinﬁféé quella con indici in basso e scambiati,
Mo = €ary 6657775; la sua legge di trasformazioge

(3.32) n—7 =VaUu!

Possiamo riscrivere la connessionesjra s sopprimendo gli indidt, 77 = —en”e. Si ottiene
quindi, usando la (3.18),

(3.33) =—e(V1+V.-")e=V"1-V.& equindi

(3.34) ni = <(V°)2 - (17)2) 1=VHY, -1

Se definiamo le matriei* con indici in basso e scambiati cofAe* = {1, 5} possiamo porre
7 nella forma

(3.35) i =V,

31Mettendo in ordine gli indici in modo da ottenere un prodotto righe per coloﬁgg, = €an 5357775 =
73’@577”76704-

2

Ci saremmo aspettato un cambio di segno nella parte vettorialﬁ”éi(ix, ma questoe compensato dalla
trasposizione!
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Abbiamo cos trovato due modi diversi di esprimere un quadrivettore come un bispinore. |
due sono equivalenti e potremo usare I'uno o I'altro secondo la convenienza. Useremo queste
espressioni nello scrivere equazioni differenziali per campi spinoriali.

3.7 (*)-Spinori e tensori.

Vogliamo ora considerare le (1, 0) , (0, 1) e (1, 1), e giustificare la loro identificazione con ten-
sori a due indici. La cosa pisemplice partire da un multispinorg®1 2 #152 'non simmetrico

nelle due coppie di indici, puntati e non-puntati. D’altra p&tei trasforma come il prodotto

di due rappresentazioni vettoriali,

alBl 9042B2

=a1az B1B2 ~n
Dato che possiamo porre (vedi sopra)= V*o,, 0 = W0, Z pud esssere identificato con
un tensore a due ind/, 747,

(3.36) maiaz fif2 wa(ammﬁl (O.V)Otzﬁz

Dato che= noné simmetrico negli indici, si tratta di una rappresentazione riducibile. Verifichi-
amo che la riduzione porta allo stesso risultato della eq. (1.39), con I'ulteriore decomposizione
di A*” in due tensori autodualidz, A;,, come visto nella sezione 1.7. Cominciamo con il
decomporres in quattro componenti, ciascuna delle quabimmetrica o antisimmetrica negli
indici puntati o0 non-puntati,

monaz BB _ ={eaz} {8182} + =laras} [8152] + Zlaras] {8152} + Zloias] [8152]

Dove i simboli{}, [] indicano simmetria o antisimmetria rispetto allo scambio di una coppia di
indici. Ad esempio

E{<¥1<¥2} [5152] — 1 (5041062 5152 + 5062&1 6162 _ Ealaz 3231 _ Eazal ﬁ‘lﬁ‘l)
4

Coppie di indici antisimmetrici possono essere eliminate usando i bispinori invarci@mid@,
di modo che possiamo riscrivere

ooz 182 — S{a1a2}{3152} + 6’61’6’214}{;1&2} + ealazA{L[hB?} + 6a1a2651520

Dove abbiamo usato i nomi assegnati ai termini della decomposizidfi¢“dnella eq. (1.39).
Dobbiamo adesso giustificare queste identificazioni. Cominciando dallsepaplice,C’ non
ha indici spinoriali, ece quindi uno scalare.

Esaminiamo ora gli altri termini: dalla (3.36) vediamo che lo scambio delle coppie di indici
(alﬁl) & (aQBg) equivale allo scambip < v. Quindi il termine$S corrisponde ad un tensore
simmetrico, mentredr e Ay, che si trasformano secondo le rappresentazioni (1, 0) e (0, 1),
corrispondono a tensori antisimmetrici. Ciascuno dei due ha tre componenti indipendenti (ad
esempioAl, A2 = A% A%2) e deve quindi essere identificato con un tensore autoduale.
Come vedremody e Ay, corrispondono rispettivamente a tensori destrorsi e sinistrorsi.

Per completare la identificazione dobbiamo rispondere a due domande:

1. E vero chesS corrisponde ad un tensore a traccia nula,S* = 0?

2. E corretta la attribuzione dei termidir ed Ay, a tensori autoduali destrorsi e sinistrorsi?

33Notiamo subito che torna il conto delle componeBtiha24 = 16 componenti indipendenti, lo stesso numero che
THY, 4 x 4 = 16.
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Cominciamo con la prima domanda. Notiamo anzitutto che il multispisoappartiene alla
rappresentazione (1, 1), e che ha quindi 9 componenti indipendenti, come deve essere per un
tensore simmetrico a traccia nulla. Una dimostrazione diretta&igtienere a partire dalla
relazione

(3.37) Conaz€i Glaraz} {8182} _

Possiamo esprimere il multispinofein termini di un tensore simmetrico utilizzando la (3.36)
e simmetrizzando esplicitamente negli indici puntati e non-puntati,

(3.38) Glonaz} {P162} — SWZ ((O-M)(Xlﬁl (O.V)Otzﬁz + (Uu)a162 (Uy)azﬁl

+(Uu)a231 (O.V)Otlﬁz + (Uu)a252 (UV)0131>

Con un po di lavoro il lettore volenteroso, chedarso di relazioni quali la (3.17) petrdi-
mostrare che la (3.38 equivalente allg,,,,S** = 0 e cos rispondere alla prima domanda.

La risposta alla seconda domanglgiu interessante. Chiediamoci: cosa distingue le rap-
presentazioni (1, 0)¥{*f}, dalla (0, 1),01%%?? Ambedue le due rappresentazioni hanno
tre componenti che si trasformano come un tripletto di momento angolare, come segue dalla
discussione alla fine della sezione 3.4, e quindi avranno lo stesso comportamento sotto ro-
tazioni, mentre hanno comportamento opposto sotto trasformazioni di Lorentz, come si vede
dalla differenza tra le matrici di trasformaziobie V.

Ci conviene considerare un caso semplice, quello di una rotazione infinitesimarno
all'asse 3, e un boostanche lungo I'asse 3. Ambedue queste trasformazioni usano la matrice
o3, cheée diagonale e semplifica il calcolo. Inoltre nel caso del bispinore puntato conviene
usare la versione con indici in bassqw-} la cui trasformazione, vedi (3.24), ha una semplice
espressione in termini della matrige

Consideriamo quindi le componentie ¢ con componente del momento angoldge= 1,
che sono rispettivamerie¥! ! e ¢; ;, € le loro trasformazioni sottd = 1 + iaos/2 — bos /2
eV =1+iao3/2+ bos/2. Sitrova facilmente che

(3.39) U — (1+ia— b)Y mentrep;; — (1+ia+b)y;iq

Questa la prima mei della risposta. Per la seconda éndbbbiamo identificare la componente
J3 = 1 nei tensori autoduall'z, F, e vedere come questa si comporta sotto trasformazioni di
Lorentz lungo I'asse 3. Consideriamo il casorgi, la cui espressione in termini di un vettore
complessdV & nella (1.53). Cominciamo da una rotazione infinitesima intorno all'asse 3,

(340) (1 + iOéJg){Wl, W, Wg} = {Wl + O[WQ, Wy — OéWl, Wg}

Da cui segue che l'autostato di con autovalore 2 il vettoreW = {1, i, 0}. Sostituendo
nella (1.53), otteniamo, a meno di un fattore costante,

0 1 ¢ O
-1 0 0 -1
(3.41) Foom= |20 o0 o i
0 1 2 O

Dalle (1.62), (1.61) si trova, per una rotaziome boost intorno all’asse 3,

0 0 0 —=b

0 0 o O
(3.42) A=1+e¢ dove e= 0 —a 0 0
-b 0 0 O

34Dato che gli indici sono eguali non ci dobbiamo preoccupare della simmetria.
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e quindi la trasformazione diy, ;,—; € data da

T T
Fr j=1 = AFR, j,=1 A" = Fp, j,=1 + €Fr j,=1 + FR, j,=1¢€

3.43
( ) = (1 + i — b)FR, Jz=1

Il confronto con la (3.39) dimostra che la rappresentazione (1, 0) deve essere identificata con
un tensore antisimmetrico destrorso, mentre un calcolo analogo mostra che la (0, 1) va identi-
ficata con un tensore antisimmetrico sinistrorso, dando e risposta positiva alla seconda
domanda.

3.8 Gili spinori spuntati.

In questo capitolo abbiamo sviluppato la teoria degli spinori usando esplicitamente gli indici
spinoriali. Questo fa sorgere la noiosa necagdiitdistinguere due tipi diversi di indici, puntati
e non puntati. In questa sezione vogliamo ricostruire 'intera teoria degli spinori, 0 quanto
basta per introdurre nel prossimo capitolo le teorie di campo basate su campi spinoriali, senza
usare gli indici. Questa trattazione (psostituire quella delle sezioni precedenti, anche se la
motivazione di alcuni passaggi p@apparire meno chiara. Questa seziérstata redatta sulla
base di appunti cortesemente forniti da Francesco Guerrieri.

Prenderemo le mosse dalla eq. (3.4), che esprime le due possibili rappresentazioni bidi-
mensionali inequivalenti di una trasformazione di Lorentz infinitesima che riportiamo per
comodi&:

- = = U A = 1 E - l;;
(3.44) A=1+i7F — ibK — (B =1+i7 E)
V(A)=1+i2 4%
Notiamo che
(3.45) Ut =v-1

Ora che abbiamo le rappresentazidhie V' possiamo definire gli oggetti che sotto trasfor-
magzioni di Lorentz si trasformeranno con esse.siao spinore del primo tipo (haturalmente
si tratta di campi a componenti complesse)gdilefiniamo, sotto trasformazioni di Lorentz:
(3.46) o —Up

(3.47) ol = U = oVl = (VH)To!

Possiamo analogamente introdurre anche un campo che si trasformi Eomla) — V.
Posso costruire a partire dap. Per farlo, definiamo la matrice

(3.48) € =109 (2 = -1, el = —¢)
vediamo allora che
ecpT — e(V*I)TgoJr = fe(V*l)TeecpJr

Inoltre —e(V—1)Te = V (infatti —e6Te = —&, poicte o; e o3 anticommutano com, e
05T = —05). Quindi dato che

7-al b-aT

2 2 7

(3.49) vV HT=1-i segue:  — (V" HTe=V
Adesso e’ naturale defining = ep' cheé sostanzialmente I'nermitiano coniugatodeon le
componenti riordinate.

Dato che una teoria di campo complesso pssere indifferentemente descritta in termini
del campaoyp o del suo coniugate’ (questo equivale ad uno scambio di nome tra particelle e



38 3 RAPPRESENTAZIONI SPINORIALI

antiparticelle), la transizione daadn = ep' cambia la descrizione della teoria, ma non il suo
contenuto fisico.
Elenchiamo infine le leggi di trasformazioneye delle grandezze da esso derivate:

(3.50) @ — U(p

(3.51) ol — ol
(3.52) el — Vepl
(3.53) e — pelU ™!

Nelle sezioni precedenti abbiamo visto che la mateiggoca il ruolo di un tensore metrico
nello spazio degli spinori. Possiamo verificare direttamente questa peopattndo che dalle
(3.50), (3.53) segue chexp € un invariante.

Il nostro obiettivoe di scrivere delle equazioni del moto a partire da lagrangiane relativisti-
camente invarianti. Quindi poiéHe equazioni che abbiamo in mente sono equazioni differen-
ziali, il prossimo passe di cercare la trasformazione del gradiente. E’ difficile “indovinare” la
trasformazione senza usare gli indici puntati e non, che offrono una motivazione di fondo alla
seguente costruzione. Partiamo dalle propréétrasformazion® din,ns" = X,s. Sotto una
trasformazione di Lorentz,

(3.54) X — VXU L

X & un oggetto con 4 component,X 2 componenti diy edn’) che si comporta essenzialmente
come un vettore. Con questo intendiamo che, poneritlc= {1,5}, & possibile scrivere
X = z,0", e verificare che:, & un vero 4-vettore covariante (éichez, — xUA‘lz sotto
una trasf. di Lorentz\, come deve essere per conservare il prodefte”). Per fare questo
dimostriamo la relazione:

(3.55) z, (Aot = VXU

Poniamoz,, = (z¢, Z). Ci limiteremo a considerare trasformazioni infinitesime:

—— 5—; s l_)'—»
(3.56) VXU = (142 + 22 (1ag+ 7)) (1-i 2 + 22
2 2 2 2
: R
(3.57) =1ag+ 57+ %[FE, 5E] + 2obo + 5 {09, 57}
(3.58) :1(w0+5-33’)+5<f—f’/\£’+3305>

La equazione (1.63) che esprime I'effetto di una trasformazione infinitesima sulle componenti di
un vettorecontravariantepuo essere direttamente applicata alle componentf di {z(, —Z}:

zo — xo — (—F) - b; (=F) — (=F) — 7 A (=) — bxo

| coefficienti dig e di1 nella (3.58) sono quindi identificati, in accordo con la (3.55), rispetti-
vamente con i trasformati di e diz¢. La (3.55)e cos dimostrata, ma per chiarire meglio la
sua origine, rimandiamo alla trattazione! gistesa che fa uso degli indici puntati e non puntati,
in particolare alla sezione 3.6.

35In questa sezione non vogliamo usare simboli differenti per indici puntati e non puntati. Infatti vogliamo usare gli
indici il meno possibile!
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Per un campo scalafeil gradiente si comporta come (vedi eq. 1.12)
(3.59) Vu® — V, (A7), @
Secondo quanto abbiamo visto, per uno spinore di primogipbha che
(3.60) Vuoteo — V,,(A_l)yua”’Ugo =V(V,o" U U =V(V,0")e.

Questo risultato ci fornisce gli strumenti che nella prossima sezione useremo per costruire teorie
di campo per particelle di spin 1/2.
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4 Teorie di campo per particelle di spin 1/2

In questo capitolo ci occupiamo delle possibili teorie di campo basate su spinori. Cominceremo
con unateoria basata su un campo a due compogetiti,), che rappresenta particelle di massa
nulla e di elicit positiva e antiparticelle di eliéitpositiva — un campo destrorso. Teorie basate

su campi a due componenti che uniscono la caratteristica di massa nullazedsfaiita sono

dette “di Weyl!".

Il secondo passo saguello di mostrare che si punodificare una teoria di Weyl con l'intro-
duzione di un termine di massa. Si ottieneieo® teoria di Majorana, che descrive particelle di
massa diversa da zero ma con le due élidRaremo vedere che una teoria di Majorana o una di
Weyl pw essere riscritta in modo del tutto equivalente in termini di spinori a quattro componen-
ti — spinori di Dirac. In effetti le teorie di Weyl o di Majorana possono essere viste come casi
particolari di una teoria di Dirac. In questo modo potremo ricostruire la teoria di Dirac a par-
tire da teorie che coinvolgono spinori a due componenti. Procedendo in questo modo potremo
ricostruire la teoria di Dirac a partire dallajpsemplice teoria degli spinori bidimensionali. La
invarianza relativistica della teoria di Dirac si riconduce alla invarianza relativistica delle teorie
con spinori a due componenti e non richiede ulteriori dimostrazioni.

4.1 Teorie di Weyl.

Iniziamo quindi con il considerare un campd(x), e cerchiamo di costruire una teoria di
campo, invariante sotto trasformazioni del gruppo di Lorentz proprio, che descriva particelle
prive di interazioné.

Formuleremo la teoria partendo dal principio d’azione,*éon

@.1) 5= [t (o) ' (@).00(0).05' @)

dove la dens# di LagrangianaZ deve essere un invariante relativistico. Dato che cerchiamo
una teoria senza interazioni le equazioni del moto devono essere ¥neapiindi la densé

di Lagrangiano bilineareC deve inoltre essere real€i( = L), e relativisticamente invariante.
Una combinazione bilineare die »' che sia invariante e che contenga anche una derivata pu
essere costruita utilizzando le propéetel’operatorey = Vot Infatti (vedi eq. 3.50, 3.51

e 3.60)

42) ot (@) V(@) — ¢ A2V (V (A1), ") Up(A~"a) = o (A~ 12) V(A )

Quindi ¢f(2)V(z) si trasforma come una grandezza scalare. La formaginplice per il
lagrangianc quindi

(4.3) L =ip'Vp =ipla"d,p

Il coefficiente %" garantisce che I'azione sia reale: con una integrazione per parti si ottiene
infatti

(4.4) S = i/d4xg0T(x)a“8#cp(x) = —i/d4x[8M<pT(x)]a“gp(x) =i

36Abbiamo visto nella eq. (3.20) che' si trasforma come uno spinore puntate; )¢ (o brevemente '), quindi
il campo®(z) & necessariamente un campo a componenti complesse — una condizionediebtifiop’ = ¢
non sarebbe relativisticamente invariante

37Useremo il simbolopt per indicare indifferentemente I'hermitiano coniugato li(teoria quantistica) o il
coniugato complesso (teoria classica).

38Una equazione lineare (invariante per traslazioni) ha come soluzioni delle onde epipnghs — wt) che
corrispondono a particelle libere di impulg@d energiav.
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Nell'ultimo passaggio abbiamo usato I'hermiticidelle matricio* = o,
Per ottenere le equazioni del moto consideriamo il principio d’azione,
(4.5) dS = /d4x (i[op" (x)]o"Oup(x) — i[O (2)]0*dp(z)) = O
nel secondo termine abbiamo eseguito una integrazione per parti. Le variazieni 6o (z)
sono funzioni arbitrarie di: (che si annullano all’infinito), e indipendenti tra loro, dato che

Sp(x)t = £6p(z) a seconda chép(r) sia reale o immaginario. L'equazione del moto risulta
semplicemente

(4.6) i0"9,p(x) = 0; —ipt(x)D ot =0

che possiamo scriverelpesplicitamente come

(4.7) ip(e) = —i(@V)p(a); ¢l (z) = —i(Ve'(2)) - &
Dato chel = ip'1¢ + il 7V, il momento coniugato a(z) &

(4.8) Mo = 8‘9; = it

e la densi di Hamiltoniano
(4.9) H=rp—L=¢d—iV)p

Per quantizzare la teoria, useremo le regole di quantizzazione canonica, lasciando per un mo-
mento indecisa la scelta tra regole di commutazione (campo bosonico) o regole di anticommu-
tazione (campo fermionico),

(4.10) [o™(Z, 1), mp(F. 1)]+ = i85 6° (7 — 7))
che si traducono in

(4.12) (&, 1), 717 1))+ = 697 8°(Z - §)
cui si deve aggiungere:

(4-12) [@a(fv t)a ‘pﬁ(g7 t)]:l: = [(P(XT(f7 t)> @BT(@ t)]:t =0

Cominciamo con la ricerca di soluzioni ad onda piana della (4.6). Useremo la quantizzazione
in un cubo di latoL, con volumeV = L3, e condizioni periodiche ai bordi. Cerchiamo
quindi soluzioni del tipof(x) ~ exp(ipx) dove p € uno dei punti del reticolo reciproco,

p = Qf{l,m,n}. Come vedremo esistono soluzioni con energia sia positiva che negativa.
Le soluzioni ad energia positiva possono essere scritte

(4.13) f;o‘(f, t) = %Za(mei(fﬁ—lﬂt)
dovez*(p) & uno spinore a due componenti. L'equazione del moto (4.7) diviene
(4.14) (ap) z(p) = E z(p)

Dato che(dp)? = (p)? gli autovalori di(5p) sono=+|p], quindi dalla (4.14) segue ché =
Ez = |p] e che quindi la teoria descrive particelle di massa nulla. Inoltre, dividendo i due
membri della (4.14) pep] otteniamo

(4.15) (@P) 2(p) = =(P)
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Dato che l'autovalord di (¢p) & singolo, questa equazione ha una sola soluzione, definita a
meno di un fattore di fase. Le particelle della nostra teoria hanno quindeghiogitiva.
Conviene definire le soluzioni ad energia negativa cme

(4.16) 0@ 1) = %wa(ﬁ)e—i(fﬁ—Et)

Anche in questo caso I'equazione del moto (4.14) si riduce a

(4.17) (6P) w(p) = Ew(p)

Quindi w(p) e z(p) obbedisconda stessa equazioreesono quindi eguali a meno di un fattore
di fas¢®. Notiamo ped che la particella di energia negativa descritta dalla (4.163licita
negativadato che questa particella ha impuls@. La lacuna (antiparticella) descritta dalla
f7(Z,t) ha anch’essalicita negativa Infatti passando dalla particella alla lacuna (la sua man-
canza) sia I'impulso che il momento angolare cambiano segno; il loro prodotto non cambia. In
una seguente sezione vedremo un argomenitéopmale che non fa uso del “mare di Dirac” e
che porta alla stessa conclusione.

Resta da definire la normalizzazione degli spinofp) e z(p). Possiamo porre semplice-
mente

(4.18) ('(@)2(@) = (' Pw(@) =1

Dato chez(p), w(p) da una parte e(—p), w(—p) dall'altra sono autostati dello stesso opera-
tore (¢'p) con autovalori opposti (vedi 4.14, 4.17 ), abbiamo le relazioni di ortogé@nalit

(4.19) (' @)2(=0)) = (' P)w(-p)) = (W' (@)=(-p)) = (w' (P)w(-p)) =0

L'insieme delle soluzioni ad energia positiva e negativa forma un sistema completo di soluzioni
della equazione d’onda, e possiamo quindi esprimere capifot) come una loro combi-
nazione lineare,

(4.20) gaa(f, t) = Z % [c(ﬁ)za(mei(fﬁfb“t) + dt (ﬁ)wa(mefi(a‘c‘ﬁfEt)

| coefficientic(q) e d'(q) possono essere espressi come funzione del campo al tempo

Sy
(4.21) ) = [ e (S (@(2.0)
Br
(4.22) @@ = [ S (wl (@p(.0)

dove l'integrazion@ estesa sul volume di quantizzaziolie Lasciamo al lettore la dimostrazione,
molto elementare, che fa uso delle (4.19).
Notiamo le espressioni del campd, che si ottiene dalla (4.20),

@23) ) = 30— [ e T g e

39In questa definizioné da notare che rispetto alla (4.13) abbiamo cambiato non soltanto il seghawh anche
quello dip. La ragione di questa scelta si vede facilmente pensando al mare di Dirac: la funzione f;¢mida)
descrive una particella di energiaF’ ed impulso—p; togliendo dal mare di Dirac una tale particella si produce una
lacuna (antiparticella) di energia ed impulsop.

40Questa coincidenzé una peculiarit degli spinori di particelle a massa nulla. Vedremo che la coincidenza non si
ripete per particelle con massa diversa da zero.
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e dei coefficienti (7) e d(q),
(4.24) ¢H(g) = / 1T (1(7,0)2(0))
(4.25) d- [ ° We*“m (¢! (7, 0)w(@)

A seconda della scelta di regole di commutazione o anticommutazione per i campi (eq. 4.11) si
otterrano regole di commutazione o di anticommutazione per gli operateri

(4.26) (@), ()] = 057
[d'(9). d(P)] . = 054
c,cly=10d,d, =], d,= [c,dﬂi:...:o
Le derivazioni sono ancora una volta elementari. Mostriamo i passi fondamentali della prima:
d3xd® .
[c(q"), CT(m]i _ V aray N aT—D7) aT[ *(E,0), ¢ (y,O)}izﬁ(ﬁ)

(4.27) p
_ / ELETED) (2 (@)2(5) = b5y

Lasciamo le altre come esercizio, notando solamente che nel caldadl@yli ¢(p)] . si arriva
al prodotto(w'(—p)z(p)) che si annulla per le relazioni di ortogonal.19).

Sostituendo le (4.20, 4.23) nella espressione (4.9) otteniamo I'Hamiltoniano
(4.28) H= /d%H ZE () (@) — d(p) d' (p)]

dove E; = |p|. La derivazioned semplice e la lasciamo come esercizio. Il solo accorgimento
consiste nel rispettare I'ordinamento degli operatori nella (4.9): gli opekétatiche appaiono

in o' precedona:, d' che appaiono irp; la prudenzas d'obbligo, dato che non conosciamo
ancora le regole di commutazione o di anticommutazione di tali operatori. Solo le regole di an-
ticommutazione portano ad un risultato ragionevole. L'Hamiltoniano (4.28) corrisponde a un in-
sieme di oscillatori armonici, ma gli oscillatord™ danno un contributo negativo all’energia. Se
usiamo regole di commutazione (4.26) possiamo scrivel@) d' (5) = —d' (p) d(p)+1. Dato
ched'(p) d(p), I'operatore “numero di eccitazione”, passumere valori interi arbitrariamente
grandi, nella quantizzazione “bosonica” non esiste un limite inferiore all'energia.

Uno degli assiomi fondamentali della teoria dei campi richiede che esista uno stato di mini-
ma energia, lo stato privo di particelle, il “vuotd()). Per quanto abbiamo detto questo assioma
esclude la possibilit di una teoria bosonica basata su spinori a due componenti. Vedremo che
la situazione si ripete nella teoria di Dirac. Particelle di spin 1/2 non possono essere bosoni.

Con regole di anticommutazione troviani@y) d'(p) = —d'(p) d(p) + 1, e 'Hamiltoniano
diviene:

(4.29) H= ZE 1(D) e(p) + d' (p) d(p) — 1]

In questo caso esiste uno stato di energia minima, quello in cui tutti i numeri di occupazione
sono nulli. La scelta obbligataquindi quella di regole di anticommutazione,

(4.30) [e(@), (D)), = dpq

[d"(@), d(P)], = bpq
[c,c]+:[d,d]+:[c,d]+:[c,dT]Jr:...:()
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L'energia del vuoto nell’Hamiltoniano (4.29) e negativa e infinita. Possiamo paefinire la
scala delle energie, ponendo a zero I'energia del vuoto, cosa che equivale ad omettere il “-1".
Si giunge cokalla espressione finale,

(4.31) H-= Z Eg ["(p) ¢(p) + d' (§) d(p)]

La scelta di fissare a zero I'energia del vuétin reald I'unica compatibile con l'invarianza
relativistica della teoria. Infatti il vuoto deve essere unico e invariante rispetto a trasformazioni
di Lorentz. Quest@ essenzialmente il significato dell’esperimento di Michelson-Morley. For-
malmente per qualsiasi trasformazione di Lorefifa, 0) deve essser& |[0) = [0). Quindi

il valore d’aspettazione nel vuoto dellimpulso-enerfia = {H, P}, P* = (0|P*|0), deve
essere invariante sotto trasformazioni di Lorentz,

P* = (0[P*|0) — (TO|P*|T0) = (0|P*|0) = P*

Daltra parte la (2.25) dice ch&* — A*,P"”. Lunico valore di P* compatibile con i due
risultati per qualunqud e P* = 0. Quindi il vuoto deve avere impulso ed energia nulli. Allo
stesso risultato si giunge imponendo la condizione che il vuoto sia invariante sotto traslazioni
nello spazio e nel tempo, da cui segue EHe|0) = 0.

Ci possiamo allora chiedere: come mai partendo da una azione (4.4) relativisticamente
invariante siamo arrivati ad un risultato (4.29), che a@tcettabile? La procedura che abbiamo
seguitoe quella di una quantizzazione:

Teoria classicas Teoria Quantistica

Il passaggio da una teoria quantistica al suo limite classiooivocamente definita, ma la quan-
tizzazione in generale non B In generale il processo di quantizzazione non conduce ad una
singola teoria quantistica, ma a una rosa di possiliilé cui scegliere quella giusta. Espressioni
che sono identiche nel limite classico non lo sono nella teoria quantistica. In effetti il secondo
membro delle regole di commutazione o anticommutazione, eq. (& Arporzionaltad/i e

si annulla nel limite classico, in cui i campi commutano od anticommutano.

4.2 Interpretazione della teoria di Weyl

In questa sezione vogliamo verificare che gli operatdy), df () creano particelle di impulso
P, energiak; = |p] ed elicitx rispettivamente positiva e negativa, menifg), d(p) sono i
rispettivi operatori di distruzione. In altre parole il camp@r) & un campalestrorso Nella
precedente sezione ci siamaipiolte “appoggiati” al mare di Dirac e questodlasciare molti
dubbi. In questa sezione verificheremo vari risultati che sono suggeriti da questo modello, ma
senza mai farne uso. In altre parole riportiamo la teoria sulla terra ferma!

Dato che disponiamo della espressione (4.31Hde delle regole di anticommutazione
(4.30) degli operatoré, d, ct, df, possiamo calcolare facilmente le regole di commutazione di
H con i vari operatori,

(4-32) [H7 CT(ﬁ)] = EﬁCT(ﬁ)7 [H7 df (ﬁ” = EﬁdT(ﬁ)
H, c(p)] = —Epc(p), [H, d(p)] = —Ed(p)

Se |E) & autostato dHl con autovaloreF, si verifica facilmente che gli stati’(p) |E) e
d'(p) | E), se non sono nulli, hanno enerdia+ E;, mentrec(p) |E) e d(p) | E), se non sono
nulli, hanno energid — E5. Ad esempio

Hl(7) |A) = (7)) H|A) + Bz () |4) = (B + Ep) ¢ (5) | 4)

41Questo fatta oscurato dalla nostra scelta di usareainanjt = 1.
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Lo stato fondamentale della teoria, il vudt®) deve quindi obbedire a
(4.33) c(p) |0) =d(p) |0) =0 per qualsiasp’

mentrec’(p) |0) e d'(p) |0) possono essere considerati come stati ad una particella, una inter-
pretazione che si rafforz&muando verificheremo che tali stati hanno effettivamente impulso
p-
Notiamo anche(cT(ﬁ))2 = (clT(ﬁ‘))2 = 0, quindi non possiamo creare due particelle
nello stesso stato — il principio di esclusione di Pauli. Gli operatdfi) = c'(p)c(p) e
n(p) = df(p)d(p) possono essere interpretati come “numero di particelle (o di antiparticelle)
", ed hanno autovalofi, 1; ad esempio

con impulsap
(" @)e@) (@) 10) = '@ 0),  ("@e@) |0) =0

Prima di procedere dobbiamo sciogliere un possibile dubbio: abbiamo ottenuto le regole di
commutazione (4.32) partendo dalle regole di anticommutazione (4.30). Avremmo ottenuto lo
stesso risultato partendo dalle regole di commutazione (2.33), che sono state ricavate in maniera
molto generale per una qualsiasi teoria di campo? In altre parole, la quantizzazione che abbiamo
eseguito nella sezione precedeateoerente con l'invarianza della teoria, almeno per quanto
riguarda le traslazioni? L'Hamiltoniano della (4.31)dpvweramente essere identificato con il
generatore delle traslazioni temporali di cui abbiamo parlato nella sezione 2.3?

La verificaeé semplice, e porta al risultato atteso. Cominciamo dalla prima delle (4.32) che
riguarda I'operatore di creazioné(p). La eq. 2.33 pd essere espressa, usando le equazioni
del moto (4.7), come

(4.34) [H, ¢'(2)] = —ig'(2) = i(Ve'(2)) - 7
quindi abbiamo:

Br

H ()] = [H L (@, o>z<@>]

3
B dﬁel(”‘”) ([H, ¢! (7,0)] (7))

3. L R
dalla (4.34) = / %e“m (i(wf(f,o».&z(ﬁ))

3
integrando per parti = /il/;ez(p ) (o1 (7,0)5- 72(p))
dalla (4.14) = / @ei(ﬁf) (¢1(#,0)Ez2(p))
vV T
il risultato giusto! = E;c'(p)

Il lettore pot@ con lo stesso metodo verificare le rimanenti regole di commutazione (4.32).
Possiamo anche usare le regole di commutazione (2.33) per ottenere le regole di commu-
tazione dell'impulsd con gli operatori di creazione e distruzione,

(4.35) P, ()] =t (9), [P, d'(p)] = pd'(p)
[P, c(p)] = —Fe(p), [P, d(p)] = —pd(p)

Questo ci permette di verificare che gli operatdfiy), d (p) creano particelle di impulsg,

(4.36) Pcl(p)[0) = pcl(p) [0), Pd(p)]0) =pd (p)|0)
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Verifichiamo la terza delle (4.35), lasciando le altre come esercizio al lettore:

B e = [B. [ L2 (A pe(z.0))
B d3x

W
dalla (2.33) = / f;ée—“ﬁf) (zf(miw(f,m)

e~ HPT) (ZT(m {f’, o(Z, O)D

3
integrando per parti = —ﬁ/ d\/—;e_i(ﬁ) (21 (D)p(Z,0))
= —pc(p)

Non disponiamo ancora di una espressione esplicita deII'operﬁtorPotremmo costruirlo
facilmente partendo dal teorema di Noether (vedi ad esempio [1]§ pia facile verificare
direttamente che 'espressione giusta

@3n) B [ (o1@0) (i9)p(@.0) = 31 () ) + ') ()]

Infatti questa espressione soddisfa le regole di commutazione (2.33 ,4.35) e la condizione
P |0) = 0.

Possiamo adesso rivolgerci alla elicielle particelle e antiparticelle della teoria. La eéicit
e definita dall’'operatoréJP). Notiamo che dalle regole di commutazione (2.24) segue che

[(jﬁ),P’i]zo

Quindi possiamo scegliere gli stati di singola particella come autostati simultanei dell'impulso
e di questo operatorép, h). Per particelle di spin 1/2 definiantotramite

(38) 15, 1) = 12 |5 n)

di modo che, come vedremo, i possibili valoriidsono=+1. Dato che|j, i) & autovalore dP,
possiamo semplificare questa definizione,

SN 1 N
(Jp) P, h>=h§ D, h)

Nel caso (o antiparticelle) della teoria di Weyl, esiste un solo stato di singola particella o singola
antiparticella di impulsg, c' (p) |0) oppured! () |0). Questi stati sono quindi necessariamente
autostati di(JP) e di elicita definita, ma con quale valore b? La risposta nelle seguenti
regole di commutazione

(4.38) (G0, @) ] = 3@, [T, )] = - 5at @)

da cui segue che, comelpvolte preannunciato, le particelle della nostra teoria hannolicit
positiva, le antiparticelle elicgitnegativa. Dato che il vuoto deve essere invariante per rotazioni,
J; |0) = 0;{i = 1.2.3}, si ottiene infatti per lo stato di particella

(9)c!(7)10) = [(F)el () — < )(F9)] 10) = 3! 7) [0}

ed analogamente (con il segno opposto) per lo stato di antiparticella.
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Per ottenere le regole di commutazione (4.38) partiamo dalle regole di commutazione del
momento angolare con una grandezza di campo, date nella (2.39) che nel caso del campo di
Weyl p(z) possiamo scrivere come

[3:, p(@)] = = (s: + @A =i9):) ()

Ricordiamo la definizione delle : ad una rotazoine infinitesima (vedi 1.64, 1.684)> 1 + iy
corrisponde una trasformazione del campe & 0 (vedi 2.29)

p(0) = S(A)p(0)

dove S(A) € una rappresentazione del gruppo di Lorentz proprio. Alla rotazione infinitesima
A = 1+ i7J corrispondei

S(A) =145
e questa corrispondenza definisce le matsjci Dato che il campay € uno spinore ad indi-
ci non puntati,S(A) coincide con la matricé/ = 1 + z% (vedi eq. 3.4), quindi abbiamo
semplicemente, e non sorprendentemestes o;/2. In conclusione otteniamo le regole di
commutazione

(4.39) 30 o)) == (5 + @A =i9):)e(e)

e dall’lhermitiano coniugato della precedente,

Zi p (@A iV)ip (2)

(4.40) [ 3, ¢ (2)] = ¢1(2)5

Possiamo ora derivare i commutatori della (4.38). Esaminiamo il secondo:
— — 3 Japg—
(D), ') | = [(Jm, [ S (wl et 0))}
3 Jpg— -
= [ S () [39). 0.0 )
5 (wl @) (D20 (-i9)5) olo)

A3z
Il secondo termine, corrispondente al momento orbitale, non contribuisce, come si verifica con

dalla(4.39) =—- | ——=e
“39 v
una integrazione per parti:

[ G2 () (A1 ) o)

_ / f;’ée—iwf) (w'(B) (A5 5) p(x) =0

quindi otteniamo

de S et 6:]3

27— UPT) T() 2

T (1) Fota))
L[ da
2) Vv
Il primo dei commutatori nella (4.38) si deriva in modo analogo. La differenza di segno deriva
dalla differenza di segno del terminenelle ((4.40), (4.40)).

[P, d' ()] = -

edalla (4.17) = — e~ U(PT) (wh(p) p(z)) = _%df )
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A conclusione di queste due sezioni dedicate a una trattazione di una teoria di Weyl basata su
spinori non puntati, notiamo che si@gostruire una teoria del tutto simile basata su un campo
spinoriale con indici puntati;®(z). In questo caso otterremmo particelle di efaitegativa e
antiparticelle di elici positiva. In altre parole®(x) & un campo sinistrorso. In realhone
necessario molto lavoro per costruire questa teoria alternativa: le due teorie possono essere viste
come due diverse descrizioni della stessa fisica, semplicemente con lo scambio di particelle e
antiparticelle. La relazione tra le due descrizienmolto semplice, e deriva dalla (3.20). Basta
infatti porre:

(4.41) n%(x) = ¢*M(z), e n*(x) =)

La possibilit di una descrizione alternativa in cui vengono scambiate le particelle e le antiparti-
celle mostra che l'interpretazione delle antiparticelle come “lacune” in un mare di particelle di
energia negativa non va presa troppo sul serio. E’ stata utile a Dirac per comprendere il signifi-
cato delle soluzioni a energia negativa della sua equazione d’onda, ma non ha posto nella teoria
dei campi. Naturalmente non ci dobbiamo vergognare di usarla ogni tanto come guida e non ci
siamo vergognati di utilizzarla per una prima discussione della&lgtla teoria di Weyl. Alla

fine peb occorre sempre una verifica all'interno della teoria di campo.

4.3 Lateoria di Majorana

Nelle due sezioni precedenti abbiamo discusso di una teoria basata su un campo spinoriale
©*(x). La teoria descrive particelle di spin 1/2 e di massa nulla. Ci possiamo chieglere:
possibile modificare la teoria in modo che descriva particelle di massa differente da zero? La
domanda nom oziosa, dato che negli ultimi anni abbiamo imparato che anche i neutrini han-
no una massa, sia pure molto piccola. La risp@sfaositiva: basta modificare la dersdi
lagrangiano con I'aggiunta di un nuovo termine,

) m
(4.42) Lar = il 0"y + = [pep — plep]

dovee € il simbolo di Ricci, (3.6). La teoria definita da,; € detta “di Majorana” dato che
guesta teoria fu formulata (come vedremo in forma leggermente diversa) da Ettore Majorana
[5] come possibile teoria del neutrino.

Ci sono molte cose da notare su questo nuovo termine:

1. Il nuovo termineé un invariante relativistico, come risulta dal modo in cui abbiamo
saturato indici alti e bassi dello stesso tipo.

2. Il nuovo termine: reale (hermitiano): dato clhé = —e,
(pep)t = (plelel) = — (plepl)

3. Il nuovo terminee differente da zero date le regole di anticommutazigsfep® =
— P>, Sarebbe identicamente eguale a zero, data éhantisimmetrico, se avessimo
adottato regole di commutazione.

4. None possibile un termine di massa del tipgf o, che non sarebbe relativisticamente
invariante.

Per applicare il principio d'azione, considereremo una variazighe — ¢(x) + do(z)
tale chedy sia esso stesso una campo fermionico, che anticommuta,atirmodo che

d(pep) = (dpep)+ (pedp) =2(pedp)
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La variazione dell'azione risulta quindi

o5 = [ o (i56! 0o 0y(0) - 10,61 (2o Bp(e)
(4.43)

T mp(a)e bolz) — mfog! (2)]e som))

e le equazioni del moto — i coefficienti dipt, 5
ioh O, p(z) = me o' (2)
10,6 (2)o" = mp(z)e
Conviene riscrivere esplicitamente:
ip(z) = —idVp(x) + me o' (z)
it () = —id" Vel () + mep(x)
Ricordando che (vedi eq. 3.18f = e, e chee? = —1, ¢/’ = —¢, possiamo riscrivere la
seconda come

-

iepl () = idVep! () + me(x)

Se definiamo ora un campgz),
(4.44) n(x) = ep(2)
le equazioni del moto diventano
(4.45) ip(z) = —idV(z) + mn(z)
ii(x) = idVn(x) + me(x)
La prima cosa da notakeche siap chen obbediscono la equazione di Klein-Gordon
(4.46) (@ +m?)p(x) = (O +m?)y(x) =0

Quindi la teoria descriverparticelle di massa:. Ad esempio, usando due volte le equazioni
del moto,

.. .0, ..
¥ = *ZE(MP)

- (_156 (i9) +m (z’v‘v))
_ {71.&6 (ﬂ-&ﬁ@ + mn) +m (i&ﬁn + mwﬂ
— (52 - m2) @

Una teoria di questo tipeé detta di Majorana. Ettore Majorana formujuesta teoria come

caso particolare della teoria di Dirac. Qui vogliamo percorrere il cammino contrario, costruire
cioe la teoria di Dirac come generalizzazione di quella di Majorana. Torneremo alla teoria di
Majorana dopo avere costruito una teoria di Dirac. Per questa ragione non procediamo oltre
nella quantizzazione della teoria di Majorana; notiamo solamente che per0 la teoria di
Majorana si riduce alla teoria di Weyl.
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4.4 Majorana alla Dirac — i quadrispinori

In questa sezione riesprimiamo la teoria di Majorana nel linguaggio dei quadrispinori di Dirac.
Nella teoria di Majorana sono presenti due campg n, che obbediscono alle equazioni del
moto (4.45) e sono connessi dalla (4.44). Dato che i due spinori sono mescolati dalle equazioni
del moto, conviene considerarli come elementi di uno oggetto a quattro companernti=

{¢(z), n(x)}, che tratteremo come un oggetto a quattro componenti dettdrispinore

(4.47) W= (Zj)

dove abbiamo usato una forma condensata, injcuiene visto come la composizione di due
spinori a due componenti. Gli spinggi(x), n(z) sono detti la parte destrorsa e sinistrorsa di
1. Le due parti non sono dinamicamente indipendenti, dato che obbediscono una equazione
accoppiata, (4.45), tranne nel caso con massa nulla in cui si ricade nella teoria di Weyl.

Le equazioni del moto (4.45) possono essere sintetizzate nella “equazione di Dirac”,

(4.48) ip(z) = (@P + Bm)y(a)

doveP = —iV ed, 3 sono matricit x 4 la cui espressione a blocchi 2 & data esplicitamente
da

(4.49) ﬁ:(? (1)> ai:<%i (37) (i=1,2,3)

Le matrici@, 5 obbediscono le seguenti regole di anticommutazione, come segue da un calcolo
esplicito:

(4.50) {ai, ag} =20i1; {ai, B} =0; f2=1

In altre parole, le quattro matriei;, 5 anticommutano tra loro, ed il quadrato di ciascuna di
esset 1. Infine le quattro matrici sono hermitiane:

(4.51) ol =ay, (i=1,2,3); =5

L'equazione (4.48) phiessere posta in formalpsimmetrica tra le derivate temporali e spaziali
se moltiplichiamo i due membri pét, e definiamo un quartetto di matrigf, (1 =0, 1, 2, 3):

(4.52) V=6 = o= (C? ‘5’1‘), (1=1,2,3)
L'equazione di Dirac (4.48) diviene allora

(4.53) (iv*9, —m)y(z) =0

Notiamo a questo punto le regole di anticommutazione delle matfici
(4.54) {7} =29"1

quindi le quattroy anticommutano tra loro, £/°)? = 1, (7")? = —1. La matricey’ = g &
hermitiana, le altre tre sono anthermitiarigo;)t = o 3" = —Ba;, proprieé che possiamo
riassumere in

(4.55) =010

A questo punto ci chiediamo: I'equazione di Dirac (4.83)elativisticamente invariante? La
risposh &: certamente si! La (4.53) namaltro che la (4.45) riscritta in modo differente, e
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la invarianza della seconda scende direttamente dalla teoria degli spinori. Nella vita di tutti i
giorni si usa quasi sempre la formulazione in termini di quadrispinori, e quasi mai quella in
termini di bispinori. Puo essere quindi un utile esercizio rivedere brevemente le phogiriet
trasformazione della teoria in termini di quadrispinori.

Sotto trasformazioni di Lorentx ciascuno dei due bispinori che formano un quadrispinore
si trasforma separatamente (vedi 2.35, 3.50, 3.52)

p(z) = ¢'(2) =UN)p(A ™ 2),  n(x) —n'(z) = V(A)n(A™ ),

Quindi per il quadrispinore abbiamo semplicemente

(4.56) () = ¢ (2) = S(M)Y(A™ )
Dove S(A) ha la struttura a blocchi
_ (@) 0
(4.57) S(A) = ( 0 V(A))
Dalla (3.4) ricaviamaS(A) nel caso diA infinitesima,A = 1 + i(7J — bK):
FE 5: N 7o
(4.58) sy = (1T~ 0 g _ 40 _ba
0 144224+ 22 22

dove lea sono le matrici definite nella (4.49), edesono definite come

(4.59) o = (0(') f)

Usare lo stesso simbolo per matricix 2 e 4 x 4 non dovrebbe creare confusione dato che
le due hanno le stesse caratteristiche¢ dostesse regole di commutazione e di anticommu-
tazione, e lo stesso significato fisico. Nella sezione 2.3 abbiamo visto che i gengératd€i,,
delle trasformazioni di Lorentz sono elementi di un tensore antisimmeltitco Possiamo
analogamente definire un tenseré’,

0 ial ia2 iag
—iQ 0 o —03
(4.60) o =1 3
—i0y  —O03 0 ol
—’iOég (o) —01 0

Possiamo esprimerg” come commutatore delle matrigj

} 0 perp =v
4.61 Y = —[yH 4" ] =
(4.61) o 575771 {mw,, pen - v

ad esempioz®! = iay = iv%y! = i3 Baq, €, come si verifica facilimente,'2 = o3 = iv17,.
Usandoc#” possiamo riscrivere la matrice di trasfomazione infinitesima (vedi la eq. 2.16)
come

(4.62) S(A)=1-— izwg“”
W,V

Possiamo adesso verificare direttamente che I'equazione di Dirac, @iB&yiante rispet-
to a trasformazioni di Lorentz: lg’ in (4.56) obbedisce alla stessa equazione del moto che la
1. Il punto centrale della dimostraziogda relazione

(4.63) ST A S(A) = A 7
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Per dimostrare questa relazione per gli elementi del gruppo di Lorentz promidficiente
verificare la sua validit nel caso di trasformazioni infinitesime (4.58). Usando le regole di
commutazione (la cui verifica lasciata al lettore)

(4.64) [o:, 8] =0 (04, ’Yk] — 2jeikly!
o, ] = -2/ i, 7] = ~26u8
e dato che
ro  ba
TNy =142 2
S7H(A) iyt
otteniamo

STHANS(A) =° = (9)
STHA)TS(A) =7 =7 AT —by°
Questee il risultato corretto, come si vede paragonando con la (1.63).

Per il caso di trasformazioni discrete possiamo usare la (4.63) per scegliere il valore oppor-
tuno diS(A). Ad esempio per la padtP possiamo porré(P) = 3, di modo che, in accordo

conla (4.63) 518 =", 878 = —7.

Siamo ora attrezzati per dimostrare che il campo trasformdto), vedi (4.56), obbedisce
I'equazione di Dirac. Per convenienza, definiagfio= (A‘l)”ux“’, di modo ché?

9] ay¥ 9
P V@) =5 5 S S (A )
_ —1\v 8
= (A7) ay,,S(A)w(y)
0

= (A7), S(A)STHA)Y"S(A) 8va(y)
eusandola (4.63) = S(A)(A™")Y,AF 7 ézyz/;(y)

= S(AN” 5 0)
il risultato atteso! = S(A)my(y) = my'(z)

Non possiamo conchiudere questa prima visita al formalismo di Dirac senza parlare della
matrice®,

(4.65) - (é _01)

La cosa interessante di questa maticehe essa permette di proiettare dal quadrispinore di
Dirac le sue parti destrorse e sinistrorse:

5 5
(4.66) sz“;Wz(ﬁ), ¢L=12W=(2)

Come abbiamo notato, le due proiezioni non sono dinamicamente indipendenti, tranne nel caso
conm = 0, 0 con buona approssimazione in quei casi in cui la massescurabile rispetto alle
energie in gioco. Notiamo le espressioni, che il lettoreduérificare direttamente:

(4.67) VP = —iagasay = iy y %y

42Nei seguenti passaggi ricordiamo ahe~1)¥,, & unnumerq che quindi commuta con la matri¢ A).
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La matricey® anticommuta con le altre#,
(4.68) Vot = =P,

ma commuta con le;, ;.

4.5 Lo spinore aggiunto—i covarianti bilineari
La matrice di trasformaziong(A) & legata alla sua inversa dalla relazione
(4.69) SW)TH=pSW)'s

Infatti questa relazione vale per trasformazioni infinitesime, dat@ehe- 0,3, Ba; = —ay 3,
di modo che

NG o o
2 2 o 2 2 - 2 2

Inoltre la relazione vale per il prodotto di trasformazioni infinitesime,

B(S1Sy...8,) 8=p8S13... 35188518 = (515,...5,)"

Quindi vale per trasformazioni finite del gruppo di Lorentz proprio. Infine vale anche per la
trasformazione di pad S(P) = 3: 3813 =3= "1

Lo spinore “aggiunto’)(x) =+ 3 si trasforma secondo
(4.70) U(@) — ¢ (z) = (A" 2)S(A) 7
i passaggi della dimostrazione sono:
b(a) =418 = ¢T(2)8 =T (A 2)S(A)T B = T (A~ 2)3B8S(A) T8

Combinando uno spinore e il suo aggiunto definiamo i “covarianti bilinearig cambinazioni
del tipoy O, doveO & una matrice x 4. Il piu semplice2 S(z) = ¢ (x)y(x), una grandezza
scalare:

S(x) = (@) (z) — ¢ (2)¢' (@) = (A" @) AT AP (A )

(4.71) o 7 -
= (A 2)p(A ) = S(AT )

Possiamo costruire sistematicamente tutti i possibili covarianti bilineari considerané@iper
prodotti di pii matrici~,

O =1,9"79"9", 4"y ...
Possiamo péreliminare dalla lista prodotti che contengono dueon lo stesso indice, che si
riducono a prodotti con un numero minoreydiad esempio:

')/1’7”'}/1 — Zt'YV

e si eliminano egualmente prodotti che differiscono per I'ordinamento getibe differiscono
al pili per un segno, ad esempidy! = —y1~2.

Questo elimina dalla lista i prodotti di cinque aipj. L'unico prodotto tra quattrey che
sopravviveg proporzionale &°, eq. (4.67), mentre i prodotti di tre si riducono ay*~°, ad
esempioy!y?y3 = —iy%45. Infine i prodotti di duey che sopravvivono si riducono &,
eg. (4.61). In conclusione sopravvivono cinque gruppi di matrici, elencati nella tabella 2. Ci
si convince facilmente che la listacompleta. Infatti la lista contiene 16 matrici linearmente
indipendenti, e da questo segue che qualsiasi matriged pud essere espressa come loro
combinazione lineare. La dimostrazione della indipendenza lineare delle neagtminentare,

e basata sui seguenti fatti che si possono verificare esaminando caso per caso. Il letiore potr
guanto meno verificare le affermazioni che seguono in alcuni dei casi!
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1. ChiamiamaD; ... Oy le sedici matrici:O; = 1, O, =~°,... 015 = ~°. Il quadrato di
ciascuna matrice vale1:

(Og)>=rgl; K=1...16; rx==+1

2. PerK # 1 esiste una); (almeno una) che anticommuta céhy. Ne segue che
Tr(Ok) =0; (K #1):

TI"(OK) =TL TI‘(OK OLOL) = —TrL TI“(OLOK OL)
(proprieta ciclica della tracciay —ry, Tr(Ox OrOr) =0
3. Il prodotto di dueO & proporzionale ad una terza Ox O, = 1(K, L)O (k1) dove:

o n(K,L)==1,+i; n(K,K)=rg==l1.
e M(K,L)=1seesolosé = L.

4. Dai fatti precedenti segue che

TI‘(OKOL) = 5KL K TI‘(].) = 47”‘L 5KL

A questo punto per dimostrare la indipendenza lineare delle sedici matrici basta mostrare che
se una loro combinazione lineare si annulla,

O = Z CKOK =0
i coefficienticx sono identicamente nulli. Infatti otteniamo
OZTI'(OLO):ZCKTI"(OLOK>:4’I’LCL L=1...16

e dato che;, = +1, deve essere;, = 0 per ciascurl, = 1...16.

| Simbolo | Nome | O [ Numero]|
S Scalare 1 1
1% Vettore A 4
T Tensore ok 6
A vett. Assiale | y#+° 4
P Pseudoscalare¢ ~° 1

Tabella 2: | covarianti bilineari

I nomi riflettono le propriei di trasformazione. Della scalafeabbiamo ga detto. Nel se-
guito tralasciamo per sempliaita dipendezna da, rimandando alla (4.71) per un caso trattato
in maggiore dettaglio, e ponian®A) = S. Abbiamo quindi la legge di trasformazione del
vettoreV, con l'aiuto della (4.63),

Py — Y (z) = PSTIHSY = A PP
Analogamente si dimostra la legge di trasformazione del teriSspusando la relazione
SlytarS = SIS SIS = A“pA”(,'yp'ye

Restano da discutere i casidlie P. Cominciamo dal secondo, partendo dall'idexdfit

. i
(4.72) 7" =i = e Y

43| 4! termini non-nulli della somma sono egualir@: il segno dellac & compensato da quello che si ottiene
riordinando le quattrey che anticommutano tra loro.
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Abbiamo quindi

— 7: v ’ U/ ! !
S~ 1458 =1 EWMA“#,A V,App,A"g, AR AV AP T

(4.73) _ - P T e
il passaggio chiave! =1 det(A) €prvrpror YH Y APy

= det(A)y°

La dimostrazione del “passaggio chiave"analoga a quella della eq. (1.37) alla quale ri-
mandiamo. Combinando questo risultato con la (4.63) si dimostra facilmentge¢hg’
si trasforma come un vettore assiale,

Py — det(A)A* by Y1)
conchiudendo casa discussione delle leggi di trasformazione delle combinazioni bilineari del
tipo ¥ O1.

4.6 Il lagrangiano nel formalismo dei quadri-spinori

L'azione della teoria di Majorana (vedi 4.42),

(4.74) Sy = /d4x£M = / dz (igpta“ﬁlﬁp + % [gﬁegﬁ - @Tegﬂ])
Pw essere rispressa nel linguaggio dei quadrispinori come

1 -
(4.75) S = [ de iV, — my

Vogliamo verificare la equivalenza delle due espressioni. Cominciamo con lo scriuegs-pi
plicitamente la (4.75) in termini di bispinori, usando la (4.47), e la forma esplicita delle matrici

a3
1, -

1 - 1 -

(4.76) = /d4:1: [2d(z’at +idV)p + 57;*(2‘@ —iaV)n
m
- (e'n+n'e)]
La teoria di Majorana caratterizzata dalla condizione (4.44)= eo' da cui anche, dato che
ef = —€,
' = pet = —pe

Questa equazione, assieme alla (4.44) permettono di verificare che il termine di massa nella
(4.76) coincide con quello della (4.74). 1l primo termine nella (4.26a parte il fattore 1/2,

eguale alla prima parte della (4.74); il secondo termine fornisce la meincante, come si
verifica facilmente con i seguenti passaggi:

1 - 1 - .
/d4x 577T(i8t —iodV)n = —/d4x §<pe(i(9t — iV )ep!

1
dalla eq. (3.18), ed® = —1 = /d% 5@(2& +i0l' V)l
; a1l o e
Integrando per parti =— | dz 5@(1& +io; Vi)p

. 1
Trasposizione = /d4x 5@*(1& +i0; Vi)
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Il cambio di segno nella trasposizione deriva dal fatto gheept anticommutanty.

4.7 Larappresentazione di Majorana delle matricivy

La teoria di Majorana, come abbiamo visto, caratterizzata da una condizione, (4.44)p"
che pw essere riscritta in formajpsimmetrica,

(4.77) ol = —en
' =ep
Possiamo anche esprimere queste relazioni in termini di quadrispinori,

T _
(4.78) W = (‘gf) = ( Z]a) =Ci

doveC e la matrice

(4.79) c— <S _06) 2 cl=c, =1
L'equazione (4.78) ha una interpretazione fisica diretta in termini della simmetria per coni-
ugazione di carica: essa afferma che in un campo di Majorana le particelle coincidono con le
antiparticelle. Dal punto di vista formale, questa relaziemeolto simile ad una condizione di
real@. E possibile eseguire una trasformazione unitaria delle grandezze di campo

(4.80) ¥(z) — Yu(z) = Wi (z)
di modo che la condizione di Majorana divenga semplicemente
(4.81) Pl () = Yar(x)

Il lettore pot@ verificare che una possibile scelta della matrice unifia data da:

_ L (1 e, W —
(4.82) W = ﬁ (Z.E _Z.> ; WI'wW =1
di modo che
_ _ L fo—en\ _ %

Dato che desideriamo che la fisica resti invariata, occorre modificare anche le matritiodo
da garantire che I'azione non risulti modificata,

e in conseguenza lo spinore aggiunto va definito come
(4.85) Uar = VB = PTWIWEWT = Wi

Notiamo che la trasformazione si deve estendere a tutte le matrici che si derivang:dalle
ok, ~?, etc. Dato che si tratta di una trasformazione unitaria, restano invariate tutte le relazioni
tra le matriciv e loro derivate, a partire dalle regole di anticommutazione (4.54, 4.50), e delle

44" anticommutatore dip e ¢ nella teoria quantizzag una costante numerica, chedpssere omessa dall’azione
percte non modifica la dinamica — ad esempio le equazioni del moto. Come la analoga costante numerica che appare
nell’Hamiltoniano, anche questa @p@ssere eliminata con un appropriato ordinamento degli operatori. Rimandiamo
alla discussione nella sezione 4.2.
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propriet di hermicia della (4.51).

Una trasformazione di questo tipo da luogo a una differente “rappresentazionestdeia
teoria. La densit di lagrangiano nella rappresentazione di Majoran@dentica a quella nella
rappresentazione origindfe

(4.86) U (i78, Vo — m)ar = (iy*V,, — m)

quindi le conseguenze fisiche della teoria non dipendono dalla rappresentazione usata, ma so-
lamente dalle propriatdelley espresse dalle loro regole di anticommutazione e prépdet
hermiticia. E possibile eseguire quasi ogni calcolo senza fare ricorso ad una specifica rap-
presentazione delle matrigi. Questae la linea seguita ad esempio nel Mandl e Shaw [1],
dove rappresentazioni specifiche delle matficdono relegate in una appendice. Questo non
toglie nulla al fatto che talvolta siapefficiente, per eseguire particolari calcoli, ricorrere a una
rappresentazione specifica.

Un calcolo esplicito mostra che le matrigf,, (1 = 1...4) sono matrici ad elementi
immaginari,

('VJP\L/[)* = _'YK4

Ad esempid®
Bur = WHW! = (O‘ g)

—1

Nella rappresentazione di Majorana I'equazione di Dirac
(i3 O — m)thar =0

e quindi un sistema di equazioni differenzialicoefficienti realiper le grandezze di campo
¥ (z). Possiamo quindi imporre la condizione di ragi.81).

4.8 La rappresentazione standard delle matricky

Abbiamo visto due rappresentazioni differenti delle matyicLa prima che abbiamo incontra-
to diagonalizzay®, edé particolarmente adatta a discutere 'invarianza relativistica della teoria,
percte il quadrispinore si scompone in uno spinore puntato ed uno non puntato; la chiamer-
emo semplicemente “rappresentazione spinoriale”. La seconda, quella di Majorana, mette in
evidenza il fatto che un campo spinoriale che obbedisce la condizione di Mapess@nzial-
mente un campo reale. Vedremo che questo fatto ha un particolare significato fisico, I'assenza
di antiparticelle.

In realta la rappresentazionelpusatae una terza, che chiameremo rappresentazione “stan-
dard”, scelta in modo chg sia diagonale. La rappresentazione standacdgasere ottenuta
dalla rappresentazione spinoriale con una trasformazione unitaria generata dalletfatrice

r_ /T775+ﬂii 1 1
(4.87) W = (W)= 73 —\@(1 _1>

45per evitare possibili equivoci, notiamo che la trasformazione (480§ una simmetria della teorigper simmetria
si intende una variazione dei campi che lascia invariata I'azione. Ad esempio una trasformazione di Lorentz (4.56)
lascia invariante il valore dell'azione. Al contrario, la trasformazione (4.80) modifica il valore della azione. Il fatto che
il valore originale venga ripristinato modificandojenon fa della (4.80) una simmetria.

46lasciamo al lettore la verifica di questo risultato e il calcolo defje con (i = 1,2, 3).

4"Notiamo che(W’)? = 1, di modo che la stessa matrice genera la trasformazione inversa, dalla rappresentazione
standard alla rappresentazione spinoriale.
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Passando dalla rappresentazione spinoriale alla rappresentazione stareldrsi scambiano
tra loro,

(4.88) Bs = %(75 +0)B(y" +B) =" = ((1) _01)
(4.89) Ve = %(75 +OY° (Y +B)=8= ((1) é)

mentre led e ley divengono

- - 0 ¢ - R 0 ¢
(4.90) ds = py’d = <5 O) , s = Psds = <_5 0>

e led, che commutano sia coy? che3, sono le stesse nelle due rappresentazioni.

¢ Nell'uso normale nom® quasi mai necessario specificare una rappresentazione. Dato che
I'unica rappresentazione largamente usataiella standard, si usano normalmente i no-
mi genericiv®, 3, etc. per indicare le matrici in questa rappresentazione.

e Anche se si vuole usare una rappresentazione differente per un particolare calcolo, con-
viene usare i nomi generici e dichiarare esplicitamente che si intende usare, ad esempio,
la rappresentazione di Majorana.

Notiamo per completezza la forma che la condizione di Majorana prende nella rappresentazione
standard. Basta notare che (vedi 4.87)

1 +n

4.91 =Wiyp=—— (% )
(4.01) L A
di modo che, con l'aiuto della (4.77),

1 t gt 1 €p — ¢
4.92 b= — (7 7’):(“” ”):c
( ) ¢s \/§ ((,OT _ T]T \/5 —ep —€n '(/JS
dove
(4.93) c= <_0€ 6) oy (_?72 ‘62> —inz  cl=c, =1

Esattamente la stessa espressione che nella rappresentazione spinoriale, (4.79), ma naturalmente
nella rappresentazione standard.

4.9 Dallateoria di Majorana a quella di Dirac

Si passa dalla teoria di Majorana a quella di Dirac lasciando cadere la condizione di Majorana.
Un campo di Dirac, che non obbedisce la relazione di Majorana, eq. (4.92xg3&re vis-

to come sovrapposizione di una parte reale ed una immaginaria, dove il concetto di reale ed
immaginario sono definiti dalla relazione di Majorafa

1 + iy
V2

48Alcuni passaggi nella discussione che segue sarebbero leggermente semplificati dalla adozione della rappresen-
tazione di Majorana per le matrici di Dirac. Ad esempio il concetto di campo reale diventa semplicerfienta)
nella rappresentazione di Majorana, vedi la eq. (4.81). Noi useremo invece la rappresentazione standacd; la pi
munemente usata. Al prezzo di una minore eleganza avremo una trattazione direttamente legata ai foronatismi pi
uso.

(4.94) ) =
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dove, 12 sono campi “di Majorana”. L'azione per il campo di Diracpessere definita come
la somma delle azioni per i due campi di Majorana (vedi la 4/45))>, ma anche direttamente
in termini del campo di Dirac come

S = /d%zﬁ(i’yﬂvu —m)y

1

=3 [/ d*z le(m“vu —m)i + /d4x '(ZJQ('L.A/MVH —m)is

(4.95)

Infatti si verifica facilmente che i due termini che mancano nella seconda espressione, quelli
in ¢¥1...009 € In —ithy ... 21 Si cancellano esattamente. Questa cancellazione risulta dalle
relazioni

(4.96) Cpytc =~"mpt cpe=-p"

che seguono dalle forme esplicite (4.90, 4.90, 4.93), da cui segug’cheg, 7{3 =-7.3 €

Y3 = 72. QUINICAAC = BB = 376, COMC = by = — B = 7{ B, etc.
Quindi il terminey; . . . i1, nello sviluppo della (4.75),

/d4x P (iv"V,, —m)y i/d4m z/)]tﬁ(i'y“vu —m)iy

Cond. di MajoranaC’ = C
[

i / diz,CA(I", — m)C]

(4.97) [dalla (4.96) =i / Atz (iy TV, + m) BT ]
[1h1, santicommutanp = i/d“x BIB(—ir" Y, — m)iy
[integrazione per patiti = i/d‘*x Yo (iy" ¥V, — m)ihy

cancella esattamente il corrispondente termites, . . . ;.
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