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II ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
11 Gennaio 1999

ESERCIZIO NO. 1 [ SISTEMA A DUE LIVELLI ]

L’hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli è descritto dal seguente operatore:

H | 1〉 =| 1〉+ eiπ/4 | 2〉 , H | 2〉 = e−iπ/4 | 1〉

dove | 1〉 e | 2〉 sono gli autostati normalizzati di un altro operatore hermitiano A:

A | 1〉 =
√

2 | 1〉 , A | 2〉 = −
√

2 | 2〉

All’istante t = 0 si esegue una misura dell’osservabile associata all’operatore A e si
trova il valore −

√
2.

a) Immediatamente dopo si esegue una misura di energia. Qual è la probabilità di trovare
il sistema nello stato fondamentale?

b) Come cambia questa probabilità eseguendo la misura dopo un intervallo di tempo finito
t ?

c) In quali istanti di tempo t > 0 (se esistono) il sistema si ritrova nello stesso stato in cui
si trovava al tempo t = 0 ?
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ESERCIZIO NO. 2 [ BUCA DI POTENZIALE INFINITA ]

Una particella di massa m è vincolata a muoversi in una dimensione soggetta all’azione del
potenziale: {

V (x) = +∞ , per |x| ≥ L/2
V (x) = 0 , per |x| < L/2

All’istante iniziale la funzione d’onda è:

ψ(x, t = 0) =

√
2

L

(
cos

πx

L
− cos

3πx

L

)
· θ
(
x+

L

2

)
θ (−x)

1) Quali, fra i possibili risultati di una misura dell’ energia della particella, hanno proba-
bilità non nulla?

2) Determinare le probabilità dei primi tre autovalori dell’ Hamiltoniano.

3) Supponendo che il sistema evolva liberamente, determinare la funzione d’onda del sis-
tema ad un tempo t > 0 generico.

4) FACOLTATIVO: Esiste un istante di tempo t > 0 tale che in quell’istante la particella
non possa essere trovata nella metà sinistra del segmento, x < 0? In caso affermativo,
quando questo si verifica per la prima volta?

Si ricordi che gli autovalori e le autofunzioni della buca di potenziale considerata sono:

En =
h̄2π2

2mL2
n2 , n = 1, 2, . . .

e: 
ψn(x) =

√
2

L
sen

(
nπ

L
x
)

, per n pari

ψn(x) =

√
2

L
cos

(
nπ

L
x
)

, per n dispari

Definendo inoltre i seguenti integrali:

ICS(m,n) =
∫
dα cos (mα) sen (nα)

ICC(m,n) =
∫
dα cos (mα) cos (nα)

si ha, per m 6= n:

ICS(m,n) =
1

m2 − n2
[n cos (mα) cos (nα) +m sen (mα) sen (nα)]

ICC(m,n) =
1

m2 − n2
[m cos (nα) sen (mα)− n cos (mα) sen (nα)]
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II ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
26 Gennaio 2001

ESERCIZIO NO. 1 [ BUCA DI POTENZIALE A DELTA E GRADINO ]

Una particella di massa m priva di spin si muove in una dimensione soggetta al potenziale:

V (x) = −V0 a δ(x)− V0 θ(x− b)

dove V0, a e b sono costanti positive.

a) Determinare la condizione di esistenza di eventuali stati legati della particella e la cor-
rispondente funzione d’onda. Per semplicità, in quest’ultima si lasci indicata generi-
camente la costante di normalizzazione moltiplicativa.

b) Si consideri il caso limite in cui b→∞ ed il potenziale in tutto lo spazio assume per-
tanto la forma V (x) = −V0 a δ(x). Utilizzando i risultati precedentemente ottenuti,
determinare l’autovalore dell’energia dell’unico stato legato esistente e la corrispon-
dente autofunzione.
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7 Giugno 2000

ESERCIZIO NO. 2 [ BARRIERA DI POTENZIALE A DELTA E COEFFICIENTI R,T ]

Un fascio di particelle, di massa m e spin 0, è vincolato a muoversi in una dimensione
soggetto al potenziale V (x) definito da:

V (x) = +∞ per x < 0

V (x) =
h̄2λ

2m
δ (x− a) per x > 0

con λ ed a costanti positive.

a) Determinare (a meno di una costante di normalizzazione assoluta) le autofunzioni
dell’energia del sistema e trovare per quali valori dell’energia tali autofunzioni sono
le stesse che si avrebbero in assenza della barriera di potenziale a delta.

b) Assumendo che il fascio incidente si muova da destra verso sinistra, proveniente da
x = +∞, calcolare la densità di corrente ji dell’onda incidente sulla barriera di
potenziale a delta in x = a e la densità di corrente jr dell’onda riflessa da tale
barriera. Mostrare inoltre che per il coefficiente di riflessione:

R =
jr
|ji|

si ottiene il valore R = 1. Sapreste dare una spiegazione di tale risultato?

c) Calcolare a quale valore tende la probabilità che una particella si trovi nella regione
0 < x < a quando l’energia del fascio tende a zero.



rtl

a.* v x<o'l

?- 3:L sc*-a) ,EIY
.l

x>o

l

lr

nfCx)c, o / X<o
I 'l

, NcJZà. rreq;^n- ,x><> Q' q, {.S"A^p /n;:*^al

5 9? # .i# Sco*a)f = ey 
'

rLr".*-t"Iil

i,,ir

- v"N + \ sC*-a.)+ ttt
It

,llr

S,* 9C-.1*.Pq-:

o5s l

l

.1, E+
l

4.rcL
&ttll

l"fr G) + Ase--r^cx fi Bcos,téX

1"f= *, z- C ge-^rc>< + D cos (zx



U"^i c;rfl".:o4* "A-s,-t ^r\:-d à 0l ca--.t;;hÀ'lb5;6^^
R./.". -^ t< z o :

U.".-"4, sac++# cg.---{?.o-e- €--

Q rt,o, ,i >12'4 '" l

lii,
lrll

"P, Ca) z 
^l,b Ca) + A Se-,rzq

t- I
':

{r Co) é-QaO+l "trt Cx) a
)l

l

Al-(àr ca^!1-.À6d .Lo&-
.i

'irìi,lrir ,i,i

z lse-;t!at- bcàs.fq
;ii.

L

C*)

tl

f C*..^A;,{-: D, ,os*i,= AStuù^ I ii,lii:il,
1 Ccos ,ra. -iD si^,.a < .A (a.Sita- + ls"'-Iro)Lll-riiillìil:lillil.'lilr'iri.i;;iii iiiiliillil,'.,ii, L."^rsX+ ^Ll '*sf?€. pt 1&w colh-,ti ',|1 in- iu *



&
I

A

astt4-

E%,^{,*;^-o,b C oloàg 'a/*.1.ut. c4-^.,-*^.-a-r- -9.' pÉt|.-rq,.--..,qq
I

b Cos?rro + b Ea..t tíA, z A (*r^ t4 cos(+:- %@ C-ostz,ra, -
ossìo- \ 

\r 
l-As'' )

, : Dz_A+se+k^ 
,

irl

ùuf: %g,-^r1., Oo so2^^il.o^.- Js@-' a. aL' S&^,--{^^gc-,
I'st4,.

Ca.^

C se-* rca" +

6,52a-
'1(; z-

A (4-+ st*,nq-tgo)

- A+ #84

I

Klo
i

x>o
I

(

o
A

Oga,ul"*+. &a-

f fcx) =
It Ic*)=-

{cx)

tc*)
];
ntC*)

t x< o

I O<x(,4

, ^<x+ b coî(Lxz

V^,\*o <.0^* C=A <- D=o,ossto

Sùr^vK



]

&"* t Aè s*-,^h'ú>r.-- "lg@-'c.q. A .ScA*a-#:ph r,n-. Cssp F-
òte, b^;s^t & pJa^,2-"4- ^. 4.sQ^s ^- L+ gàSsq

tìae- g- ,è,6,.r-a'. a---rQ-q; Se--, l<4 =- Q t. oSs<L

cg1Ès1z--.(q * a'a-v+o,r-A^- &-s&' o,-o^g\u-

$,a *:ru.l *-
?-PAu

Q*c. t{-

l/42 hT
I

SCx-a) ,yc*;

*-,c@t *q^€È.Ò-a-
,..-,r;@-O-t

t) 5c+-pa^^-a-ar À,?J :.-À9 ra$cara- x->4 L,-

re,a'-s c!>,)F-^a^-tl ,^da/r^6 Q/.- .lz9{'-) $*,,AAo,

-î;Tttr".^Je4 
* ry;r?''t '' *^;0*?o"

q"À
zt+,

il Scq"b à el{t'ce'.-Lr&.

th cx) a

z

È

ure;&



il-fL /4

ftt z

L"r"=

Q.c^l*'.'-- Q- ,lcs;..*t* .&' i/ic;e.Go- ,1 co"1na^-6 '
'.

** d*),= #,(-ai)Ir (r"#)-
g
(wlz

ca.-'.A-
vQn-, ,

i, . t r; (o" ùù* ù,.o- itcx \
(-. )= 4,a (,e.( '

lJeQ CÈSb h^cp=zcatfu- FrSSJù--€ g"niC,.it-,,t t(4
@--,tu-...-e^^\p C h* /"M aas(a^^@f n-(b,,) J;t+

cp.Eè0"---tú , co".-fQessa t. b



M.,,.s.-^OAa A -?.c-AL o pog.t,-vo. - S. A-a.,,"-"furo,
PU^ Q2- va^,!a- "b^^S.CÀ aL' Cc-....o-,Q- , OO A*f e.9sJa'-.

tu
/w1

tu
( É* c")

CFe+ ez)

frt ='+

1d,= +
ogsùo

ldrt . t l; [ = % + (a* "f s0^-*2a-casua. -#50^^t,o)

ta c"tQe-*c^^fu a{| il.p&sstù\4- voQs

o5sìo- 0L ,e'eie$L vo.ìqo---a/' v-p-=- c-a-- (tnoLJ-:q.(e-
t/\,^^ó - C'-*Et- €-- pp-olot-,É : &- "1^ 

U- "L{\ ' ta^r-"-*o-
a "4a4}r;' S.* Aou- 1-,r*.o- b'e^i\o- d; pr,6-r..Q- ae*e
,4. F^a^-\- y*-ft A 

lao.ssag$io ,A'p#:*@-- DtdA.-

P"^b , ; 
t*o S-e*a+rl- gtàArr--oa)o-rnar ,^; Y*à e,ssP-.,e-

o,. €-r.^r o.\- ú c,cc^.*,JL ,l; pe^A: ca-@z A* AL')-^L
bn^"r.,-,.c- (-,oOcf" ro4Ja^-n- ù;.- O< Ks 4-) - ft^À"-t." .A

p,*s.- "0l- S:î€f- },^-@a t*.,.*e-o a. clo2/"* Jo,te-
'u-3,.^.-JAq,.r*" O p.*Ss. C- s€- /\e- \"22r".G6.^q -

Ò €o2co Q.o-'* G-
5z..' 

l*]-*Qtg- d* fio,a^.o- rga^,("afa ..

f.^"& t.%J-^..o- o <x (4-:

?(ocx <<) ?
4.

AL lAx
o

a-

5 / "l'Y' c*t
o

tZtz.

LL
4
.î;*
o

GA, (.t- r.osz,zx) ?

Se-nzzx <.



SP.-Zaa\
Zl4 -/#@-

[-r*.
Wr
bo-

lT- of J.: 4 b- z- /qossrè b ffiiî;f"@, 7sE \,-c'
_t-.Q- S.^e uo-Z.o ...--,;. o - gUl",to- ?^^>.).*- A* .Q

n-^1rc 4,.^.a{a^^"-À- JeM, ?"^-
Sg.. x

><

eA\ .A- S'.l> n-\\,\\.à\a/ o-SSl*,to €- J^.t Ja!- p.r. ^to t-d.-^-o,
cpJ* si. Aaro- ,-,ah ,.'c--^-a, -r€- ,C X r= $r|!o-- g4y=-4-
Lo foL"Li?-C; ca-\ca^>^ E 

1oo^,6*--h' ^--;-i--- f

[U^^ c.Ocrfi A4u,r.--o^l- ,Q^-.-.E* -a, sl**'a=L 1-;snhers W4*, Z,LqG+ - -_ (-{- ù-og" /; ffi/qe. 2,366 .-^ : J
ft" piuv,?i voQr..; oto-Q-ì^^ò" n Ao y+e r.c^,,/qtl
UrÀ<( 4) si q*

+?e= ^



PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
13 Settembre 2001

ESERCIZIO NO. 2 [ BARRIERA DI POTENZIALE E COEFFICIENTI R,T ]

Un fascio di particelle di massa m prive di spin, proveniente dalla regione x = −∞, incide
con energia E = V0 sulla barriera di potenziale

V (x) =

{
0, per x < 0, x > a
V0, per 0 < x < a

a) Determinare la funzione d’onda delle particelle ed i coefficienti di riflessione e trasmis-
sione.

b) Determinare la probabilità relativa che le particelle si trovino rispettivamente nelle
regioni 0 < x < a ed a < x < 2a.

c) Utilizzando i risultati ottenuti al punto a), determinare la funzione d’onda ed i coeffici-
enti di riflessione e trasmissione nel limite in cui la lunghezza a della barriera tende
ad infinito (gradino di potenziale).
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PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
16 Settembre 2002

ESERCIZIO [ PARTICELLA SU UNA CIRCONFERENZA ]

Una particella di massa m, priva di spin, è vincolata a muoversi su di una circonferenza di
raggio R, posizionata nel piano x y e centrata nell’origine. L’Hamiltoniana che descrive la
particella è pertanto

H =
p2
ϑ

2mR2
= − h̄2

2mR2

d2

dϑ2

dove ϑ rappresenta l’angolo polare che definisce la posizione della particella sulla circon-
ferenza e pϑ = −i h̄ d/dϑ è il suo momento coniugato, coincidente con la componente lungo
l’asse z del momento angolare della particella.

All’istante iniziale t = 0, la particella si trova nello stato descritto dalla funzione d’onda

ψ (ϑ) = N (1 + cosϑ)

dove N è una costante di normalizzazione.

a) Verificare che le funzioni

ϕ` (ϑ) =
1√
2π

ei`ϑ, ` = 0,±1,±2, . . .

sono autofunzioni simultanee del momento pϑ e dell’Hamiltoniana H, calcolarne i
corrispondenti autovalori ed il relativo livello di degenerazione.

b) Determinare i possibili risultati di una misura dell’energia della particella, le rispettive
probabilità ed il valore medio dell’energia.

c) Scegliendo per convenzione l’angolo ϑ compreso nell’intervallo [−π, π], calcolare il valore
medio di ϑ all’istante t = 0 e giustificare il risultato ottenuto studiando il grafico della
distribuzione |ψ (ϑ)|2.

d) Calcolare, all’istante iniziale t = 0, il valore dell’indeterminazione ∆ϑ =
(
〈ϑ2〉 − 〈ϑ〉2

)1/2
.

e) Verificare che l’operatore velocità angolare ϑ̇ =
dϑ

dt
è legato alla componente z del

momento angolare dalla relazione classica pϑ = mR2ϑ̇.

f) FACOLTATIVO: Verificare che, nello stato della particella, la velocità angolare ha
valore medio (indipendendente dal tempo) nullo e pertanto il valore medio dell’angolo
ϑ risulta costante nel tempo: 〈

ϑ̇
〉

=
d

dt
〈ϑ〉t = 0 .

Verificare questo risultato mediante un calcolo esplicito del valore medio 〈ϑ〉t al tempo
generico t.
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II ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
17 Gennaio 1997

ESERCIZIO NO. 1 [ OSCILLATORE ARMONICO ]

Un oscillatore armonico lineare di massa m e pulsazione ω si trova al tempo t = 0 in uno
stato tale che a) misurando l’osservabile aa† si trovano solo i valori 1 e 3; b) il valore medio
di a†a è 1/2 e quello di aa+ a†a† è zero.

1) Determinare lo stato più generale che obbedisce a queste condizioni.

2) Calcolare in funzione del tempo il valore medio dell’energia potenziale.

3) Se un tale oscillatore si trova ad un dato istante nello stato la cui funzione d’onda è
quella dello stato fondamentale di un oscillatore di uguale massa e pulsazione 2ω,
qual è la probabilità che misurando l’energia a tale istante si trovi 1

2
h̄ω, cioè quella

del suo stato fondamentale?

Si ricordi che la funzione d’onda dello stato fondamentale di un oscillatore armonico di
massa m e pulsazione ω è:

ψ0(x) =
(
mω

πh̄

)1/4

exp
(
−mω

2h̄
x2
)
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II ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
11 Gennaio 1999

ESERCIZIO NO. 2 [ OSCILLATORE ARMONICO ]

Un oscillatore armonico di massa m e frequenza ω si trova, all’istante iniziale t = 0, in uno
stato che non contiene stati più eccitati del secondo:

| ψ0〉 = α | 0〉+ β | 1〉+ γ | 2〉

Si sa inoltre che il valore medio dell’energia è 〈E〉 = 3/4 h̄ω e che il valore medio della
posizione, ad un qualunque istante di tempo t successivo, è nullo ed indipendente dal
tempo: 〈x〉t = 〈ψt | x | ψt〉 = 0.

a) Mostrare che le suddette condizioni non sono sufficienti a determinare univocamente lo
stato iniziale | ψ0〉 e derivare l’espressione più generale risultante per tale stato.

b) Individuare una possibile misura di un’osservabile fisica che consenta di determinare
completamente lo stato | ψ0〉, dimostrandone l’efficacia in tal senso.

c) FACOLTATIVO: l’indipendenza dal tempo del valore medio di x sullo stato | ψt〉 im-
plica:

d

dt
〈ψt | x | ψt〉 ≡ 〈ψt |

dx

dt
| ψt〉 =

i

h̄
〈ψt | [H, x] | ψt〉 = 0

Esprimendo l’operatore dx/dt in termini degli operatori di creazione e distruzione, a
ed a†, dimostrare che vale l’equazione del moto:

dx

dt
=

p

m

dove p è l’operatore impulso, e che il valore medio di tale operatore sullo stato | ψt〉
è effettivamente nullo.



t--úSEKc^î1o L

*) Lo s,GJ- cbL ù/tr^+-,
Í0."--lg. e gr^a--.c-o Q.*t

lryco;; z xto> * 
É 

\'L> + Ylz>

IlCt)> = KLe>f o) + FCr> [,4> +YC€) (c) =

Lo_ q4^^"{^ilax^o.- e- /y.a r^-\-

4 = lo/t"* (F('-r \8.lt- c..)

[(lt + 3'F lo+ 5l V'tz z 3.z

nîhQ- A) cao12^a*î^- S,.-Q u&-'o,**-L" J-&La
Er*- R^^-l,-S.l-

1e> = ("yCo> f H l"y @)2 z.

z lo(tL E; + tÉt" €+ + l ff 'Èa =

z &^ Cr"< " +/Lft'+ $tyt) z

oSgic-

"A t=o erl "aL ?**

-;rq- qlg@o qé{-t à,

y'= {yco)\!co)> +

e^ t}c,l:Q^t

;ns 6c^)
z,

(vg
' 

4-u "Qo-o- n-a-rL'o 
"ta 

X L ..-do J- <,,o)-o'-

a- et(a.+:S tY'b^'-



la. ? *i6
to"= A -iP

si E.- o4Cc..,o

Re-

Re-

tFl

kz

?z

1x7a= <fc9\x t"f (t)2 z \|5 <!Ca lÎ /r(LQle

z+ IEFiltln^,lf-f <rycqt@tat)l'!&)> z ì[-6
I n^rc^>

Rz (..t,*l'ar{co)

" 
Ut a.r-#')- 4-ar-À;rra.1

Ò

I a- lrv> z $nr' lm-.L}
{

Lùlp,) =- \l;r [m+-D

Sù 6,ftuQ.'-o- 1

(x)+ z Re Ia{,r, t a- (xcur [o) +fte)( r> + Y@|D)J.\Eq-
\l7^?a)

\@il
I tvutc)

\I'E
ll-+*
I r, 1c.t)

\w
ll-
l{ rwrf"> t r(l cos($ce>- Ò<*D + rt-/ lf,t bs (hrs-fr{

t."f cO t (pcel o) + \rt trCe 1.4))l z

t D(€cr) Fce> + r1-t Fn LQy(E)l -

obr- sL So^-o u^L oJoÉ*-e, 0- b.s. M- a4%e-[*.',"



14" Lv) =
I

( 4p(Q z

I

t Olce)=

flet=o l'p\=o
/ [o(\z+ r 'trt 

L= -L >D I 4wl L = +/ z
\Y1
tlxlt+sryt"=z/L t4l'fl'=Llz

4^n
4e*

4r*

E"tq
8,6_

àwq
b.-^^yc

(x2+ z [g lÉl L,n' cós(4e-+.. +ile) +

+ [l tYt cos (fo - Qf+c^re) I
tè;c!,.inve^ (x>r za, e T^A* l;fr- €,
0,^-..- eh- ,l'-L poSS;L.A- g-Q^b-r\ :

t

ù \Ét ='Q

Ò txt =lYl= o

t fr seto-^& "t/. av-Le oL^L 3.2.^t ^J.>
À^J*a^rù5, ; c-^^b, ".ttl'-n- c*. Op co-^Q{{
C.e) L t+a) L "letoe- 4f* e sgzne- Soa^-G.ts- -

v,.,^- d*@ d-rA- E"Z*lor,^^./ uaJe-C-L, t-^-^a-t*---156(^
"2à ez"xol.r<.)a^-.- C* ) o- C{é É) 

Qb^^-.J 
s c.o--



zD to(l= \)4- 1 [?l - o / lf,l= uE'

?-- Qase ^t.ho.\^c- *-.ofu ?./..- p^- .e-ssz.., a-

?s*,$ i&.- ed<- -.e!," x zpokL upas"e.luo- Lo

ry Pt"T^h.f ../"{^'(^\& ce-'Lio-.-
S.-..AJah

ty> z \trto7 + w
G =$SE t -né- t'-.lofl-*.-r--oAe.-



Ut:ù:ry.e,.--*,l€ 
^ 

rcegG- "l- c.a---, -=-Aper.''a-q-
Ò

la,,^*] z a.a+- 4.t4.= .L

z: +\rc[^t", ol + ta*a ,a+l)



C;1!-;rjZ'. à.-^-e L ot-& Co^-^^--t =t-b" t'... :

Lob,Al I úa,a, a4\ =- a,*c ,<'.- (A+a*t)oè-a.'-

[*q,o* 1, =, a.+q.ql q+qf<= ata av+- o+Qa+t)= 4*

d.t^

\ffi1il'\l n a-.,

dxE=
óSSdo-

Jx
&z

kc

/w)

A *1^a cvéo^-tg d* À{-. e g' I'o-

<tcg)t #tryce) e \F (y.or \ #ltc*r=
z\[P L.a tctc€)tq (^pce)>) =

-G- 
L 

(a"t o(úe)o+ <zttr(.f ) e- (ucel o)+)'(old-]

zO
oss.-L

(jce)l "lxre t^?ce;> z o

t

U
L

C-a--e- il"ZJ -9{-



PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
5 Febbraio 2001

ESERCIZIO NO. 2
[ OSCILLATORE ARMONICO BIDIMENSIONALE E TEORIA DELLE PERTURBAZIONI ]

Una particella di massa m e priva di spin è vincolata a muoversi in due dimensioni soggetta
ad un potenziale centrale di tipo armonico. L’hamiltoniana che descrive la particella è
pertanto:

H =
p2
x

2m
+

p2
y

2m
+

1

2
mω2 (x2 + y2)

La particella si trova in uno stato tale che: 1) una misura dell’energia fornisce con certezza
il risultato E = 2 h̄ ω; 2) il valore medio dell’operatore Â = x y è uguale ad h̄/(2mω); 3)
il valore medio dell’operatore B̂ = x2 − y2 è nullo.

a) Determinare lo stato della particella.

b) Si supponga di aggiungere all’hamiltoniana una perturbazione della forma V = λ B̂.
Calcolare le correzioni al primo ordine in λ agli autovalori dell’energia dello stato
fondamentale e del primo livello eccitato, discutendo l’eventuale rimozione della de-
generazione.

c) Calcolare le espressioni esatte dei suddetti autovalori e confrontare i risultati con quelli
ottenuti in teoria delle perturbazioni.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
23 Settembre 1998

ESERCIZIO NO. 2
[ PARTICELLA SU UNA CIRCONFERENZA E TEORIA DELLE PERTURBAZIONI ]

Si consideri una particella di massa m vincolata a muoversi in una circonferenza di centro
nell’origine e raggio a. L’unica coordinata del sistema è quindi l’angolo ϕ compreso tra il
raggio vettore della particella e l’asse delle x.

L’Hamiltoniana del sistema è:

H =
p2
ϕ

2ma2
= − h̄2

2ma2

d2

dϕ2

a) Determinare autovalori ed autofunzioni di questa Hamiltoniana ed il relativo grado di
degenerazione.

b) Si suppone che la particella abbia una carica q e sia sottoposta ad un campo elet-
trico E uniforme e parallelo all’asse x. All’Hamiltoniana H si aggiunge quindi la
perturbazione

V = −q Ea cosϕ

Calcolare, al primo ordine in E , l’energia dello stato fondamentale del sistema.

c) Si supponga nullo il campo elettrico e che all’istante t = 0 lo stato sia descritto dalla
funzione d’onda

ψ(ϕ) = N cos2 ϕ

dove N è una costante di normalizzazione. Determinare la funzione d’onda all’istante
t generico.
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III ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
30 Gennaio 1998

ESERCIZIO NO. 1 [ MOMENTO ANGOLARE ORBITALE ]

Un rotatore quantistico con momento di inerzia I è descritto dall’Hamiltoniana:

H =
L2

2I
+ gBLz

dove ~B è il modulo di un campo magnetico diretto lungo l’asse z e g~L il momento magnetico
del rotatore.

All’istante t = 0 il rotatore si trova in un autostato di L2 con autovalore 2h̄2 ed in un
autostato di (Lx + Lz) /

√
2 con autovalore +h̄.

a) Determinare lo stato del rotatore al tempo generico t > 0.

b) Calcolare il valore medio dell’energia ed il valore medio di Lx in funzione del tempo.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
9 Gennaio 2007

ESERCIZIO NO. 2 [ MOMENTO ANGOLARE ORBITALE ]

Un rotatore quantistico è descritto dall’ Hamiltoniana

H =
1

2
h̄ω1

(
L2

h̄2

)

+ h̄ω2

(
Lz

h̄

)

dove ~L è l’operatore di momento angolare orbitale.

a) Determinare lo spettro degli autovalori dell’energia e le corrispondenti autofunzioni.
Assumendo quindi ω2 ≪ ω1, indicare quali sono i primi 9 livelli energetici del sistema.

All’ istante iniziale t = 0 la particella si trova in un autostato del momento angolare
orbitale corrispondente ad l = 1 e descritto dalla funzione d’onda:

ψ(θ, ϕ; t = 0) = A senθ senϕ

dove A è una costante di normalizzazione.

b) Determinare a quale istante di tempo t∗ > 0 la funzione d’onda del rotatore diventa
proporzionale, a meno di un fattore di fase irrilevante, alla funzione

ψ(θ, ϕ; t∗) = A senθ cosϕ

c) Mostrare che le funzioni d’onda ψ(θ, ϕ; 0) e ψ(θ, ϕ; t∗) sono autofunzioni rispettivamente
degli operatori Ly ed Lx e determinarne i corrispondenti autovalori.

d) Determinare, in funzione del tempo generico t > 0, la probabilità che una misura di Lx

fornisca come risultato mx = 0 ed il valore medio di Lx.

Si ricorda che le armoniche sferiche Yl,m(θ, ϕ) corrispondenti all’autovalore l = 1 sono:

Y1,±1(θ, ϕ) = ∓
√

3

8π
sen θ e±iϕ , Y1,0(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
18 Febbario 1997

ESERCIZIO NO. 2 [ SPIN ]

Si consideri un sistema di spin 1/2 e momento magnetico ~µ = g~S la cui evoluzione tempo-

rale, in presenza di un campo magnetico ~B, è definita dall’ Hamiltoniana:

H = −~µ · ~B

Il sistema si trova inizialmente (al tempo t = 0) nell’autostato corrispondente ad Sx =
+h̄/2.

Nell’intervallo di tempo 0 ≤ t ≤ T il sistema è immerso in un campo magnetico uniforme
e costante ~B diretto lungo l’asse z; all’istante t = T il campo ~B viene ruotato lungo la
direzione dell’asse y.

Determinare la probabilità che una misura di Sx all’istante t = 2T fornisca il valore
+h̄/2.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
7 Settembre 1999

ESERCIZIO NO. 2 [ SPIN ]

Una particella di spin 1/2, momento magnetico ~µ = g ~S e massa infinita è immersa in un

campo magnetico costante ~B. Il campo giace sul piano x z e la sua direzione forma con gli
assi x e z un angolo di 45◦. L’Hamiltoniana che descrive la particella è:

H = −~µ · ~B

All’istante iniziale t = 0 viene misurata la componte z dello spin della particella e si
ottiene come risultato il valore Sz = h̄/2.

a) Determinare, a questo istante, i possibili risultati di una misura dell’ energia della
particella e le corrispondenti probabilità.

b) Determinare per quale valore del tempo successivo t∗ la particella viene a trovarsi nello
stesso stato in cui si trovava al tempo iniziale t = 0.

c) Si supponga invece di effettuare al tempo t = t∗/2 una misura di Sz, ottenendo nuova-
mente come risultato il valore h̄/2. In questo caso, in quale stato verrà a trovarsi la
particella al tempo t∗?
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
6 Dicembre 2004

ESERCIZIO NO. 2 [ COMPOSIZIONE DI MOMENTI ANGOLARI ]

L’ Hamiltoniana di una particella di spin 1/2 ha la forma

H = c J2

dove ~J = ~L + ~S è l’operatore momento angolare totale della particella e c una costante
data.

All’istante t = 0 la particella si trova in uno stato tale che una misura di L2, Lz ed Sz

fornisce con certezza i valori 2h̄2, −h̄ e +h̄/2 rispettivamente.
Determinare:

a) I possibili risultati di una misura dell’ energia e le rispettive probabilità.

b) Il valore medio, in funzione del tempo, dell’operatore Sy.

c) La probabilità, in funzione del tempo, che una misura della componente Sy dello spin
dia come risultato il valore +h̄/2.
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PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
18 Giugno 2002

ESERCIZIO NO. 2 [ COMPOSIZIONE DI MOMENTI ANGOLARI ]

Sia dato un sistema composto di due particelle distinguibili di spin 1/2.

a) Calcolare la probabilità che una misura dello spin totale S2 =
(
~S1 + ~S2

)2

dia come

risultato il valore 2 h̄2 se:

1. gli spin di entrambe le particelle puntano nella direzione + z;

2. lo spin della particella 1 punta nella direzione + z e quello della particella 2 nella di-
rezione − z;

3. lo spin della particella 1 punta nella direzione +x e quello della particella 2 nella
direzione + z.

Si assuma come Hamiltoniana del sistema

H =
ω

h̄
~S1 · ~S2

(N.B.: ~S1 · ~S2 = 1

2
(S2 − S2

1
− S2

2
)). All’istante iniziale t = 0, le particelle si trovano nello

stato in cui lo spin della particella 1 punta nella direzione + z mentre quello della particella
2 nella direzione − z.

b) Determinare lo stato del sistema ad un tempo generico t > 0.

c) Calcolare il valore medio 〈S1z〉 della componente z dello spin della particella 1 ad un
tempo generico t > 0.



€
bsgr<cttto Po L

'.9 & Sar S>L

t 14,,L> = tt)tr)
I
I

) [z'
t l4,*4-). llt->

@ U c^Qc"@,a- AL Vrb,,b,e È* '\-'"0^^'ey6' us?,*1anne
g8*o'^^-oe.,étu r{^ St eot' St b"k"A t^ ,'qq-r.r.n t "Wa

5,o5!oJ4o,

(o SV,^ a{ee V'Jt *tX> 4 p^^^b. ,n&^ -Aì.c".'a-.4-
I+s z y^&D l"@. Wt*b z,^à^.' &,s**e, i

@ ra s'g.^^ ry- f+:dfu L p*u r^s& "Urer;*-,o
+ >(- t- 1*&.'Jo@o FrJ. ,nhb, z po@' "h"'\;oa,.s
+t,..



Ota"J.pe6.rgo A S* co-., ML-v&.o *t/z E, z^W-
V^^brto&r, r-ÀeA Lsz. a Sz, à^0A/a.'-,6v?fue' ell.

'. A-

t"l>, \*)x [*) = Liz ( to, + r->) l+> z

z#(t+)t+7 +r+\+>) z

= # l+,.t>+ +lL,o)- L.rop2

t-- F"tJo-eqj{nrt-S,-r.o-^.a- S-= 4 v"&- /v**

P(s.ò=

2t*,eo/e- {
a'

5 c 5c-.tu e;

+'L= z;LqLl

@ L., 94*.t-, dal4- yi{cab- "L /4" toó ù
tfco) ) z [+)l->

,9*u, LS(1LSs-o C-o^-,e- ico :rb; e+i.., '.l:,
t

^-E "tL@' Wo'-^-,teb"'. o*1ù (St)

l,!to>>. L- (t-t,o> +to,o)

Po t &; 2' ['t"^^-,-€*o^-r.-en-e- ò

4.^rbo
?.

It= +# Cs'-s?-s;)



t.

v S,^,oC A.r.,.Jqrr,r "A\ 5''.^ o

€s= tt. (scs+r> - Z)

ú.E4=z \8. + ù& 
(so-e) t 

ro, o>)

le"= -|fr-
) út= *e.

(ro,o)_

Po.^rtÀ^-,t / a, n+r@,r.r,o "Lu-El*r^- L@n à.;eJo^h,

l^1cC)> = (to,o> + P,tuLl
\JZ

l?">)



\ /\n. o ,f'*L ?^."/". [e.rC.tà lc <- Ie-(€)lL z;ffhr-sa*"^-
O- F"t.t'qg cL" LL^.^,o- n^[Suy\a. J- Sq {o W
r*sqp}*r\6 -r*5.,2^bt-u^^^re--.V *9u -g- - S"' 0*

PhF*b, y^U u-b-,o ''^-'"r'^. 
Ò

(So*)e z s Ito(L)\L-rc-[€)\tl=' L,-

z tlU+ 4, + zc-osrt)- (o* 4-

(.Sor) z.
t,z bS (c,: e)

Lbsut)J

OSS^.,c-



PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
7 Luglio 2003

ESERCIZIO NO. 1 [ PARTICELLE IDENTICHE ]

Due particelle identiche di spin 1 e massa m sono vincolate a muoversi in un segmento di
lunghezza L. L’Hamiltoniano del sistema è pertanto

H =
p2

1

2m
+

p2

2

2m
+ U(x1) + U(x2) ,

dove

U(x) =

{
0 per 0 < x < L
∞ per x < 0 e x > L .

a) Determinare gli autovalori e le autofunzioni corrispondenti al livello fondamentale ed
al primo livello eccitato dell’energia ed il relativo grado di degenerazione.

All’istante iniziale t = 0 il sistema si trova in un autostato dello spin totale corrispon-
dente ad S = 0. Una misura dell’energia può fornire inoltre come possibili risultati solo
gli autovalori corrispondenti al livello fondamentale ed al primo livello eccitato. Infine, il
valore medio dell’energia è 〈E〉 = 2h̄2π2/mL2.

b) Determinare l’espressione più generale dello stato delle due particelle al tempo t = 0 e
la sua evoluzione temporale.

c) Calcolare la probabilità in funzione del tempo che effettuando una misura di posizione
delle due particelle queste vengano trovate entrambe nel segmento di coordinate
0 < x < L/2.

Nella risoluzione del punto c) si osservi che il calcolo esplicito della maggior parte degli
integrali può essere evitato semplicemento tenendo in conto della normalizzazione delle
funzioni d’onda e delle loro proprietà di simmetria rispetto al punto di coordinata x = L/2.
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PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
20 Luglio 2004

ESERCIZIO NO. 2 [ PARTICELLE IDENTICHE ]

Un sistema è costituito da due particelle la cui interazione reciproca è descritta da un
potenziale di oscillatore armonico unidimensionale nella coordinata relativa x = x1 − x2,
avente pulsazione dipendente dagli spin ~S1 ed ~S2 delle particelle. Nel sistema del centro di
massa, l’ Hamiltoniana che descrive le particelle è:

H =
p2

2m
+

1

2
mω2



1 +
2 ~S1 · ~S2

h̄2




2

x2.

a) Determinare autostati ed autovalori dell’ Hamiltoniana nei casi in cui le particelle sono:

• due bosoni distinguibili di spin 0;

• due bosoni indistinguibili di spin 0;

• due fermioni indistinguibili di spin 1/2;

• due bosoni indistinguibili di spin 1.

Si assuma che le particelle siano fermioni indistinguibili di spin 1/2. All’ istante iniziale
t = 0 le particelle si trovano in uno stato tale che: i) una misura dell’ energia produce
con certezza il risultato E = (9/4) h̄ω; ii) una misura della componente z dello spin totale
produce con certezza il risultato Sz = 0; iii) il valore medio dello spin totale S2 è pari ad
h̄2; iv) il valore medio dell’ operatore (a3 + a† 3)S1z è pari a −

√
6h̄.

b) Determinare lo stato del sistema al tempo generico t > 0.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
23 Settembre 1997

ESERCIZIO NO. 2 [ MOTO IN UN CAMPO CENTRALE E PARTICELLE IDENTICHE ]

Determinare la funzione d’onda e l’energia nello stato fondamentale di una particella di
massa m vincolata a muoversi all’interno di una sfera di raggio R.

Si abbiano ora due particelle identiche non interagenti immerse in questo potenziale;
si determini la loro funzione d’onda complessiva quando entrambe le particelle si trovano
nello stato fondamentale. Discutere i due casi: a) bosoni di spin 0; b) fermioni di spin 1/2.
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