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ESERCIZIO N°. 1 [ SISTEMA A DUE LIVELLI ]
L’hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli e descritto dal seguente operatore:
H|1)=|1)+e™*|2),  H|2) =e™*|1)
dove | 1) e | 2) sono gli autostati normalizzati di un altro operatore hermitiano .A:
Al =v211),  A]|2)=-v2]2)

All’istante t = 0 si esegue una misura dell’osservabile associata all’operatore A e si
trova il valore —v/2.

a) Immediatamente dopo si esegue una misura di energia. Qual & la probabilita di trovare
il sistema nello stato fondamentale?

b) Come cambia questa probabilita eseguendo la misura dopo un intervallo di tempo finito
t?

c) In quali istanti di tempo ¢ > 0 (se esistono) il sistema si ritrova nello stesso stato in cui
si trovava al tempo t =07
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ESERCIZIO N°. 2 [ BUCA DI POTENZIALE INFINITA ]

Una particella di massa m e vincolata a muoversi in una dimensione soggetta all’azione del
potenziale:

V(z) =+o0 , per |x| > L/2

V(z)=0 ,  per |x| < L/2

All’istante iniziale la funzione d’onda é:

Y(z,t=0) = i(cos?—cos?) -H(x—l—g)G(—x)

1) Quali, fra i possibili risultati di una misura dell’ energia della particella, hanno proba-
bilita non nulla?

2) Determinare le probabilita dei primi tre autovalori dell” Hamiltoniano.

3) Supponendo che il sistema evolva liberamente, determinare la funzione d’onda del sis-
tema ad un tempo t > 0 generico.

4) FACOLTATIVO: Esiste un istante di tempo ¢ > 0 tale che in quell’istante la particella
non possa essere trovata nella meta sinistra del segmento, x < 07 In caso affermativo,
quando questo si verifica per la prima volta?

Si ricordi che gli autovalori e le autofunzioni della buca di potenziale considerata sono:

22
e,

2
Up(x) = \/;sen (ngaz) , per n pari

2
Uy () = \/;cos (Tl‘) ., per n dispari

Definendo inoltre i seguenti integrali:

Ios(m,n) = /da cos (ma) sen (na)
Icc(m,n) = /da cos (ma) cos (na)

si ha, per m # n:

1
m2 — n2
1

foctm,m) = s

Icg(m,n) = [n cos (ma) cos (na) + msen (ma) sen (na)]

[m cos (na) sen (ma) — n cos (ma) sen (na)]
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ESERCIZIO N°. 1 [ BUCA DI POTENZIALE A DELTA E GRADINO |

Una particella di massa m priva di spin si muove in una dimensione soggetta al potenziale:
V() = ~Vpad(z) — Vo bz — b)

dove Vj, a e b sono costanti positive.

a) Determinare la condizione di esistenza di eventuali stati legati della particella e la cor-
rispondente funzione d’onda. Per semplicita, in quest’ultima si lasci indicata generi-
camente la costante di normalizzazione moltiplicativa.

b) Si consideri il caso limite in cui b — oo ed il potenziale in tutto lo spazio assume per-
tanto la forma V' (z) = —Vyad(x). Utilizzando i risultati precedentemente ottenuti,
determinare 1'autovalore dell’energia dell’unico stato legato esistente e la corrispon-
dente autofunzione.
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ESERCIZIO N°. 2 [ BARRIERA DI POTENZIALE A DELTA E COEFFICIENTI R, T ]

Un fascio di particelle, di massa m e spin 0, & vincolato a muoversi in una dimensione
soggetto al potenziale V() definito da:

V(z) = +o0 per z < 0
V(w)—@ﬂx—a) erx >0
© 2m P

con A ed a costanti positive.

a) Determinare (a meno di una costante di normalizzazione assoluta) le autofunzioni
dell’energia del sistema e trovare per quali valori dell’energia tali autofunzioni sono
le stesse che si avrebbero in assenza della barriera di potenziale a delta.

b) Assumendo che il fascio incidente si muova da destra verso sinistra, proveniente da
x = +o00, calcolare la densita di corrente j; dell’onda incidente sulla barriera di

potenziale a delta in x = a e la densita di corrente j, dell’onda riflessa da tale
barriera. Mostrare inoltre che per il coefficiente di riflessione:

R=Ir
1Jil
si ottiene il valore R = 1. Sapreste dare una spiegazione di tale risultato?

c) Calcolare a quale valore tende la probabilita che una particella si trovi nella regione
0 < x < a quando l'energia del fascio tende a zero.



B v . . : i . i |

R o R

D
i | i Lo s e b gy R 4 T ee——j—— g T T

[ e T A

i H ' ! : : i i . i i i ! i H H i .

i i H | 1 . | . ! i : f i . ! ' ; : i | ! B | i i . i I ; .

H

- . : f i i t I : i : i i i i i .

T L T [ T

: i ; - i

sf"‘,PO‘)G‘O‘/'XVO“‘:

‘‘‘‘‘‘

“““

OSS ca.

éﬂz—bﬁ'\i}-k XSCxq)n-]f 55&‘}”

| 1[(\4 (t.«ﬁbb— ,Qa 'wggma. 270, %Q 2ccannome AQQ_
p~ko x=a Qb Qdo, soxpu;eacz . oL Sclosolge,
OLQ—QQD— W»&emﬁ- Q\—lﬁ?—\a. 3 Me@e_ 200 o~ I (O<><<c.) ‘
e I (xra) Qo Saliiral FDSSM okl |
| 5&\@&.2_ M.QQ@ Qhﬁa_ o

"fr(x) = Asawu_x +Bcostc>< f,

=09 = e s?*‘“:"@*@ cosex



Qa(o PN )<=O

#Avxcce)‘zi 6= o » rods Ammix

‘-U\A«a Se.co\uta CD'\OL\"*—‘P/Q— QQC&\«Q«\M(:&M
o Qolo b Xz

‘tv’"{)I(Q)z %QQ)W,AS@»«MAa C%u(e\-eb@suq .
SR | e
. ‘UMO— l/@«%,w——\o{«'\«hL mgua-\ah Qo. pé«sc,\t\,w_t._ i
L o(m.ola.\guo&b-\(qw«c_ o(_'a@z%o‘o wKaQ Qﬂ o
| LMQS‘M ?/\.\t\o—*\{g\ o N\L\(o’\w Qq oLSGa\'\ooL\y_‘
(((( /ﬁa— ae_ea(0\+£ Q_Y;‘a,\,\o«(a—,_oéac_QQ__,._me—-sog‘ o

/t\odﬁ-

‘j%me_

o wxe‘:ﬂ wc m

6’0 az‘_

| § | {z 'QW a(x [_- Af + /\S‘oua)«r] M)CQ)

: : [ t
| : i . : : ‘ : : . ; ! .
: PR ! [ S [ Vo ' : i o '
! i . ) : P [ i : ! !
C)b "Mq | Lo Lo Lo ; :

i R | S A S S T o P
. : i : P Cot
I . H : . V i H : . . :




N

C Se,—«"'bco\ & C costin, = A (%"m 4 cps“m 4_2_52,-&«:(‘@9
. ossea. _‘ RN | |

| - Cc= A C&+«—>5—»Sbamcosm>

EQAA—-\WO\Q’LO C. O‘oQ.Qn_ oiLtAL Qﬁ,\_‘o@‘oﬂ\ &g O&ka—\l. V\_ugct.:
,bCosm-tb%maA(S&auacosM 5&,«,@@50@__

; EREE R - | [-)—‘—S&-—\ua\>
D:v':-A--ZL Se,J- | T

','rfo)z‘Oﬁ j o ., X<O
ArcK)zA%mK" -, o<x<a
/\J((x‘),ala %mx +-BCoSfL>< , <X

Co Alted sammsa)

OSQ&\uo..a_o/ cQa_, P,e,‘ A-—»O SO Q\o. , CZA Q DtO oSSca.

{'\F(x)aO ] S, K;<jO

Afcx)zAmxx e x>0



e T sOeMw;; JAQQ 20 oL scaﬂoathgaﬂ o asgua;
- SO-Q-..."\A.D-—@_ S,v /;ouc. aﬁ\cQ—O. Cimasob 52,\_‘ ka = O _oSS<a.

\'CG.Z.:M"IT'  mMe 4.2. J )

 Querto WSWQ o koot e

“ e . 1
| L E&? ZMLM- B J o o

lm comsy,%ou«\o- o ?Amtg qua—\ 2 -
- e, w@aﬂl —&%xﬂo—&a('oso*qsgmbﬂﬁh o

| Xz a -ea( & ﬁe/\,ww.\e_ - \ooﬁ—ﬂ—;;_“ L
ﬁ* >\ SC\(-G\) YLK)

19 Seompoior B Qe il e o
Cwme ca—q\a&v\kfi "“C”O’L“‘*Ciﬂo.a(gs,(;&) < |
banlene ok paliniele o Aalbe pol U o %l“ r’a .

| 3 m%ﬁz »-Qeo.sga,

(et \w) D e sg;@)fz o

'5:_'
= __‘-é‘-: ( _._C_> e, N + --—- (D-H.C,)Q




?

/)I /»1 //f T By N IR T B B 2

| Aeis ? «44 100 BUGPE 25T 25EF5% ¢

A\ )RR 2D Y APAAA 2oL
SO ABIDE e KL

DL 209 P JIHPLPEFAR.

2 %//«%/W/

<<<<<<<<<<<<

.......

UQQ Co,go b\—\ QM ss‘.w S ‘Q«L pe,\
. % se.yle&

Coﬁ..\ua»\d’znxﬂ— f Qa,



e sulbe A <ol o \OOS;C«‘.\/C\ - S¢ Avoven @D,
e Qe vame Aot ol oot , Qo LgrhassC%L

S

;\{. z-_'i.‘:. %’)‘Lﬁ_ (D*+c?)
()z 2 —%‘- -%;:L—L- (>4 Cﬁ)
OSSCo

lciull Ldc| = 5%—”‘5-%} (/14-2_}\'2_- Sen LA oS +._l’¥_sa,~\‘m)

- 12 goRilets ol WRBssone vl

R-a ——-Lt%;"\ =z 4

oSsia Lo \¢»vt~co,QQ>, Vegoo M@QSS& w\()ao(a)a;&“ee\
wo_ Quegto & evlolo & Al oL Of ol banriana
o olelhke S¢ Bove e banlea ol FO‘Q—,%'\"’Q'L "\Q‘vﬂ“—
VQ\L el s(ye/\t\«a.ﬂQ_ «:Q \(_)agsa\ggg‘o AL PQA/E;\CJ-—@Q-- D Slba
S, \— vw—a g:&wcv,\:&_q_ Mo\mlo_/ AnO~ Lt \om\z%se,\&
(A e o ACcin— o o PQJ:LC_Q@Q Lo o oia \
bonrate.  (FeQ0n W Qo cot o<x<a)_. Rio ke Q
qu.ss.o Do SUA»«%Q_ Sl bamniea a clolis, oloue
u—gu%&m Q QQ««ssp o s re Weldbooa

C) QoQCoQa.-o/ Q)- r)—-oloofcu-Q,ﬁ‘-\ 0('» /C\OU"'\Q- MQQQQL

(a% 'L.O..S:.p-x—o._ ocx<Aa.:

a Q
P(o<x <a) = SAXL/\Y: 1% A falx e Fex =

a
= At ;S‘O(K -’—Lz-_- (_4.—— COS’Zu_’(> z



At Sew siex |~ At sew .2l
-z (5\,__ 2w L)z -_Z(Q* Tz
« a- - q..a..(g Q. Lria _
[TQ—QQ_ Pﬂo(:»-/(o»Q»bc\ 2 AeSSe—o Vse~ &LCQ/ikO.ﬁ_g?u_a_
P 2 Swo vole m~enilol Qo ghe- Q‘MN\\A—-& Q»Q-LQ

Se x
A Tx
A N\ . /\\/AV%
VRV ‘ :

2l & w0 rmtimer asslko & oo lol ppro el

o S Beva X2 vienare A Xz%T7alouL e =-4
la Pﬂoloo)s‘»QCE—I Con cake. 3 rz»-b}\,_k‘b ————r—a Fa\

(Ka.zﬁ—‘ﬁ‘}

-

2

KA 2,646%... w Quogp L 3u/s= T2356...7] ] -
By poceo vans oufzz‘%a\acc. o0 porkica @ Weloha bl
(ko< 4) sd Qe S

| stwzea o |
2w
e @ okl Wl Bovae pakicele el vogione
O<"<¥kﬂ7~w"&” o aar~a gl o ,, | |



PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
13 Settembre 2001

ESERCIZIO N°. 2 [ BARRIERA DI POTENZIALE E COEFFICIENTI R, T |

Un fascio di particelle di massa m prive di spin, proveniente dalla regione xr = —oo, incide
con energia E = V| sulla barriera di potenziale

] 0, perz <0, x >a
V(x)_{%, per0<z<a

a) Determinare la funzione d’onda delle particelle ed i coefficienti di riflessione e trasmis-
sione.

b) Determinare la probabilita relativa che le particelle si trovino rispettivamente nelle
regioni 0 < z < aed a <z < 2a.

c) Utilizzando i risultati ottenuti al punto a), determinare la funzione d’onda ed i coeffici-
enti di riflessione e trasmissione nel limite in cui la lunghezza a della barriera tende
ad infinito (gradino di potenziale).



- Eserazio N0 Z
e

o o - — - ——

&Q_ \‘WG«_‘MDQQ- M\«QQD 2 S Q.a-

EdVeo

'\.,Q.Sk&\-\t. ) Q—I

Cnmy B ey T odmogdy

o So«oU«g‘,(a\ Qo, oﬂomkwv\m co\o(-x\m-. aQ conbornmo ff,

:!IZ) «\f(><) 2 Bx + Ci

e x

"i’C")a' e v; + A e S

I we@@,akt\ ARc Y \/U\'\Sp«-\é/ %Mak

1 e T

okl oloe omolino~s SN o~ B 6 AR (240
Q,Ow O(w\\vak& P’lv‘—‘ﬁ- MQA. PM&& XeO 25( )cea.



'\VCDL. 2 r\yco}-_ o

) lea-mr=8 Ao, -y
gq;“c ) ~Bfag_',)c.a\ r\{/(a)+ . A.l)Ca), o
Loebe e,

e 3> e ¢t QO‘»«AA«%Q_ posS—e escene weeatte
';sosztw,&o %e,c,(mll\mw&"«'”r

| LW—OL(/L—A) +(4+A) = Da -2
| Ci A) =z b 6 |

SO&’\M oNo- Q> S—?—C&—\Ma. quwo—d?— a(c—@— rhma-":

(/L(,QC’i-fA) + aA = O = A(2-cn®) = - cika s

é Mf-\_ﬂuLo/co o a},,.e_q/ca \O"‘""k'o Aok exnana
%& N~ ng@\quté, |

(- 2 - el _ el

R =z (',k,@.-—A-B = Wk <bm—2_ 2 Taz
| wu—z“,m& 2 (Uad)
Cz4+A= Lo & Cla- 2
—Lwa
D= 64-439,““‘“"?_ -2
(e @

R QD—‘O\-&@-«-OLO :



2 Tz '/ tTcZ—'E_‘
C = 2 (lim-4) , D= -ee
c;m-z, : cla- 2

vao,?j:-.. Cpe—%c\&kk oLO/G,\MM—-\o-—-\a/ c_o—v\\()Qe/‘: ooty Qo

Qoo ol Grecs o pablea@n .

X C,OQ%L\M\ A %%S@%m -Z,AQ-SAMGSSL&\Q Soar
oot %P&%Q—\R oo

el .2 cur [T
R= \JL\Z AL = | tae
ue\ iz -ag?"‘“ T
[ \ Ib\ = t—c‘:z;:,
0SS e
kKra® | 4
kat+e, ! T= War4q

O.sga\u\,’w cQ.m ov—a dova wsw@c&«\n_ ola@;. o Geuan oo
AR QZ»«SSQ’ TA/RZ 4

‘o) @Qm&wm 2y \(holoolo s Qe QLPOJ:Q.@Q_
s. Love-or el edBLD. O<XLa o, BLIXL &
\Awkuwf-—\,a-\ Pl AT B mmove a2itrimn oo
Eobcle olon Lol 0. & Lmslohtir ke, fporsia—e
S0 oG G pqo\»!a;e;eet ne@Aue



Cosl-.»qﬁL

' ?wxx«o x S”olx oalte K 50‘* [Bxr el®e

= K[‘L*\B\"as + w\¢\v2¢;+ Re (Bc“) étz i=v

A 4uR* 4 Cw“a‘+4> -4‘¢4°] |
,Z-ZO‘[S ko + 4 * katey kat vy ) <
4y K.&’L"—L-q
= K ‘03’-(*4

| -
| P(a(x <2a) jg So{x lf\l((x)\ =k é:plx | D] %
A 'ZI{(..lb\ az _R.a N |

lc’b."' |
o prolob i "@Qvﬁlvc-\f?«% e agioml &
FE/VEN'O | |

;EC.O<X<Q) = 4—_‘_ _%.k:&q:&.
Pla<x <)

c} ES a2l ko o(oxﬁ—\wwm NV N P

VO c,oe@@c\e...\t» AR, D Wolo Lo Q’“"‘J’Q‘%
A bhorviea A Ao, Ao ool fee



AL L
~— : blca—-&

&

a»00 -

— 4

) Cz Cucaq) 2.

T u«_-a- 2

I“’\ 0\»»?—9&-0 Q\Wv(g. cnge Qa Qo(o Qso_a,grna.gsw\?
oL»vQ«g.& (\Ade m US\“\'; X<O Qg( X>60 o \IOQL

Q*Gs

R= I o 0

- tka-2.
L AKA  ases
'D'Z;”— e —_— O o

’\f()() 2

’\t‘ Oc) z

6 €:, = 2

Z.

| l' ' a@%wk aL-\AQ?u;sg& o /t:asm\»sMa\sz. Vo%awj -

Rz

ff _ .Q’N. |
| Tz a¥ew ka+y

Ol uiat‘ -

- oo Tty -

&%

=

4

o S

N

e Su '\a‘»\o‘uo/\l%m o, O~cRa dootto——e s o

Cpankine o(le Q,g(ho.ggl.omq, Laldn
| .Qw\bb.._ . |




PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
16 Settembre 2002

ESERCIZIO [ PARTICELLA SU UNA CIRCONFERENZA |

Una particella di massa m, priva di spin, ¢ vincolata a muoversi su di una circonferenza di
raggio R, posizionata nel piano zy e centrata nell’origine. L’Hamiltoniana che descrive la
particella e pertanto

R

 2mR? 2mR2 dv?
dove 9 rappresenta ’angolo polare che definisce la posizione della particella sulla circon-
ferenza e py = —i hd/dv & il suo momento coniugato, coincidente con la componente lungo
I’asse z del momento angolare della particella.

All’istante iniziale t = 0, la particella si trova nello stato descritto dalla funzione d’onda

Y (¥) = N (14 cos?)

dove N ¢ una costante di normalizzazione.

a) Verificare che le funzioni
1 .
V)= ——=¢", 0=0,+1,£2,...
905( ) \/ﬂ

sono autofunzioni simultanee del momento py e dell’Hamiltoniana H, calcolarne i
corrispondenti autovalori ed il relativo livello di degenerazione.

b) Determinare i possibili risultati di una misura dell’energia della particella, le rispettive
probabilita ed il valore medio dell’energia.

c¢) Scegliendo per convenzione 1’angolo 9 compreso nell’intervallo [—7, 7], calcolare il valore
medio di ¥ all’istante ¢ = 0 e giustificare il risultato ottenuto studiando il grafico della

distribuzione [t (9)|°.
. e e . . . . . 2 2 1/2
d) Calcolare, all’istante iniziale ¢ = 0, il valore dell’indeterminazione AvY = ((19 ) — () ) :
e) Verificare che 'operatore velocita angolare 0 = m ¢ legato alla componente z del

momento angolare dalla relazione classica py = mR20.

f) FACOLTATIVO: Verificare che, nello stato della particella, la velocita angolare ha
valore medio (indipendendente dal tempo) nullo e pertanto il valore medio dell’angolo
¥ risulta costante nel tempo:

<19>:§t<z9>t=0.

Verificare questo risultato mediante un calcolo esplicito del valore medio (), al tempo
generico t.
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IT ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
17 Gennaio 1997

ESERCIZIO N°. 1 [ OSCILLATORE ARMONICO ]

Un oscillatore armonico lineare di massa m e pulsazione w si trova al tempo ¢ = 0 in uno
stato tale che a) misurando I'osservabile aa' si trovano solo i valori 1 e 3; b) il valore medio
di a'a & 1/2 e quello di aa + a’a' & zero.

1) Determinare lo stato piu generale che obbedisce a queste condizioni.
2) Calcolare in funzione del tempo il valore medio dell’energia potenziale.

3) Se un tale oscillatore si trova ad un dato istante nello stato la cui funzione d’onda ¢
quella dello stato fondamentale di un oscillatore di uguale massa e pulsazione 2w,
qual ¢ la probabilita che misurando ’energia a tale istante si trovi %hw, cioe quella
del suo stato fondamentale?

Si ricordi che la funzione d’onda dello stato fondamentale di un oscillatore armonico di

massa m e pulsazione w é:
mw /4 mw o
i) = (7)o (=55 )
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IT ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
11 Gennaio 1999

ESERCIZIO N°. 2 [ OSCILLATORE ARMONICO ]

Un oscillatore armonico di massa m e frequenza w si trova, all’istante iniziale ¢ = 0, in uno
stato che non contiene stati piu eccitati del secondo:

| o) = [0)+B[1)+7]2)

Si sa inoltre che il valore medio dell’energia ¢ (E) = 3/4 hw e che il valore medio della
posizione, ad un qualunque istante di tempo ¢ successivo, € nullo ed indipendente dal

tempo: (x); = (¢ | x| ) = 0.

a) Mostrare che le suddette condizioni non sono sufficienti a determinare univocamente lo
stato iniziale | 1) e derivare Iespressione piu generale risultante per tale stato.

b) Individuare una possibile misura di un’osservabile fisica che consenta di determinare
completamente lo stato | ¢y), dimostrandone l'efficacia in tal senso.

c) FACOLTATIVO: l'indipendenza dal tempo del valore medio di z sullo stato | ¢;) im-
plica:

d d '
(@ [0 = (e | = ) = = (| [Hoa] | ) =0

Esprimendo l'operatore dx/dt in termini degli operatori di creazione e distruzione, a
ed af, dimostrare che vale I’equazione del moto:

de p

dt— m
dove p ¢ loperatore impulso, e che il valore medio di tale operatore sullo stato | ;)
e effettivamente nullo.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
5 Febbraio 2001

ESERCIZIO N°. 2
[ OSCILLATORE ARMONICO BIDIMENSIONALE E TEORIA DELLE PERTURBAZIONI ]

Una particella di massa m e priva di spin ¢ vincolata a muoversi in due dimensioni soggetta
ad un potenziale centrale di tipo armonico. L’hamiltoniana che descrive la particella e
pertanto:

2 2
Py by 1o s,
om T am Tame @AY

H =

La particella si trova in uno stato tale che: 1) una misura dell’energia fornisce con certezza
il risultato £/ = 2hw; 2) il valore medio dell'operatore A = xy & uguale ad i/(2mw); 3)
il valore medio dell’'operatore B = 22 — y* ¢ nullo.

a) Determinare lo stato della particella.

b) Si supponga di aggiungere all’hamiltoniana una perturbazione della forma V = \B.
Calcolare le correzioni al primo ordine in A agli autovalori dell’energia dello stato
fondamentale e del primo livello eccitato, discutendo ’eventuale rimozione della de-
generazione.

c) Calcolare le espressioni esatte dei suddetti autovalori e confrontare i risultati con quelli
ottenuti in teoria delle perturbazioni.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
23 Settembre 1998

ESERCIZIO N°. 2
[ PARTICELLA SU UNA CIRCONFERENZA E TEORIA DELLE PERTURBAZIONI |

Si consideri una particella di massa m vincolata a muoversi in una circonferenza di centro
nell’origine e raggio a. L’unica coordinata del sistema e quindi I’angolo ¢ compreso tra il
raggio vettore della particella e I’asse delle x.

L’Hamiltoniana del sistema e:
pi B B2 2

H= - —
2 ma? 2ma? dp?
a) Determinare autovalori ed autofunzioni di questa Hamiltoniana ed il relativo grado di
degenerazione.

b) Si suppone che la particella abbia una carica ¢ e sia sottoposta ad un campo elet-
trico £ uniforme e parallelo all’asse x. All’Hamiltoniana H si aggiunge quindi la
perturbazione

V =—qfacosp

Calcolare, al primo ordine in &, 'energia dello stato fondamentale del sistema.

c¢) Si supponga nullo il campo elettrico e che allistante ¢ = 0 lo stato sia descritto dalla
funzione d’onda

Y(p) = Ncos’p

dove N ¢ una costante di normalizzazione. Determinare la funzione d’onda all’istante
t generico.
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IIT ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
30 Gennaio 1998

ESERCIZIO N°. 1 [ MOMENTO ANGOLARE ORBITALE |

Un rotatore quantistico con momento di inerzia I e descritto dall’Hamiltoniana:

2

L
H="+g¢BL.
o7 79

dove B ¢ il modulo di un campo magnetico diretto lungo 'asse z e gE il momento magnetico
del rotatore.

All'istante t = 0 il rotatore si trova in un autostato di L? con autovalore 242 ed in un
autostato di (L, + L.) /+/2 con autovalore 4.

a) Determinare lo stato del rotatore al tempo generico t > 0.

b) Calcolare il valore medio dell’energia ed il valore medio di L, in funzione del tempo.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
9 Gennaio 2007

ESERCIZIO N°. 2 [ MOMENTO ANGOLARE ORBITALE |

Un rotatore quantistico e descritto dall’ Hamiltoniana

1 L? L,
H = 5 hwl (hg> + hu)g ()

dove L & I'operatore di momento angolare orbitale.

>t

a) Determinare lo spettro degli autovalori dell’energia e le corrispondenti autofunzioni.
Assumendo quindi wy < wy, indicare quali sono i primi 9 livelli energetici del sistema.

All” istante iniziale ¢ = 0 la particella si trova in un autostato del momento angolare
orbitale corrispondente ad [ = 1 e descritto dalla funzione d’onda:

(0, p;t =0) = Asend sen ¢
dove A ¢ una costante di normalizzazione.

b) Determinare a quale istante di tempo ¢* > 0 la funzione d’onda del rotatore diventa
proporzionale, a meno di un fattore di fase irrilevante, alla funzione

»(0,p;t") = Asenf cos g

c) Mostrare che le funzioni d’onda (6, ; 0) e (6, ; t*) sono autofunzioni rispettivamente
degli operatori L, ed L, e determinarne i corrispondenti autovalori.

d) Determinare, in funzione del tempo generico ¢ > 0, la probabilita che una misura di L,
fornisca come risultato m, = 0 ed il valore medio di L,.

Si ricorda che le armoniche sferiche Y, ,, (6, ¢) corrispondenti all’autovalore [ = 1 sono:

3 - 3
Yi41(6,0) = T/ o senf e | Yio(0,0) = “E cos 6
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
18 Febbario 1997

ESERCIZIO N©. 2 [SPIN |

Si consideri un sistema di spin 1/2 e momento magnetico i = gg la cui evoluzione tempo-
rale, in presenza di un campo magnetico B, e definita dall’ Hamiltoniana:

H=—ji-B

Il sistema si trova inizialmente (al tempo ¢ = 0) nell’autostato corrispondente ad S, =
+h/2.

Nell’intervallo di tempo 0 < ¢t < T'il sistema € immerso in un campo magnetico uniforme
e costante B diretto lungo 'asse z; all’istante t = T' il campo B viene ruotato lungo la
direzione dell’asse y.

Determinare la probabilita che una misura di S, all’istante t = 2T fornisca il valore
+h/2.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
7 Settembre 1999

ESERCIZIO N©. 2 [SPIN |

Una particella di spin 1/2, momento magnetico fi = g S e massa infinita & immersa in un
campo magnetico costante B. Il campo giace sul piano x z e la sua direzione forma con gli
assi z e z un angolo di 45°. L’Hamiltoniana che descrive la particella e:

H=—ji-B

All’istante iniziale t = 0 viene misurata la componte z dello spin della particella e si
ottiene come risultato il valore S, = h/2.

a) Determinare, a questo istante, i possibili risultati di una misura dell’ energia della
particella e le corrispondenti probabilita.

b) Determinare per quale valore del tempo successivo t* la particella viene a trovarsi nello
stesso stato in cui si trovava al tempo iniziale ¢ = 0.

c¢) Si supponga invece di effettuare al tempo ¢ = ¢* /2 una misura di S, ottenendo nuova-
mente come risultato il valore /2. In questo caso, in quale stato verra a trovarsi la
particella al tempo ¢*7
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
6 Dicembre 2004

ESERCIZIO N°. 2 [ COMPOSIZIONE DI MOMENTI ANGOLARI |
L’ Hamiltoniana di una particella di spin 1/2 ha la forma
H=cJ?

dove J =L+ 35 ¢ I'operatore momento angolare totale della particella e ¢ una costante
data.

All'istante t = 0 la particella si trova in uno stato tale che una misura di L?, L, ed S,
fornisce con certezza i valori 2%, —% e +h/2 rispettivamente.

Determinare:

a) I possibili risultati di una misura dell’ energia e le rispettive probabilita.
b) Il valore medio, in funzione del tempo, dell’operatore S,,.

c) La probabilita, in funzione del tempo, che una misura della componente S, dello spin
dia come risultato il valore +7/2.



. Esercie

| @) "T‘Mauam@;;b '@'Y%x; 'Qm o @ww\

’Y(O)z Yi/i.

o Qe/\ oleﬁnwww\o; C v@;gg”'*a“\is: L o
 emctone ol 0/\42«5@ o o g,
 debbioo Q/S\()qu\-—\éz\n_, ML?@E&
L Home Bllane K avkosteltl ol U ossle o4
. opkoykele (é&l(}& QQL%Q« o(ziaob" 32% Dz b&—»
: i,ACp“v%\omoﬂoﬂf\r\Q., A C=d ood 524/2. S poseme

\("'OQL\M'\Q_LSQgUQ/\/\Eu uo&goa A

524/2 B/ZQ‘M

o UV\CLMQ& CQ\Q 2 LD ?és/% Co ()t "-‘/& "

olwe_ Q,gse/\e, Ct,m.Q, Une o lou, oatome Cuveang

@\ a'{Q/Q\MV*\Cw\L [ COQ%C«&\.&L o @C&(osé, 39191&4-,
Cys .Q,C_;/L' oS lont Gamn© 72y Aoko CDA\A«SP’V\QQA-‘Q;
L oo U K?esgd_c.&’-e— oy ét/oss&o; 6% -3
- (owenclo o Slumgene = Ve u&@be« cgmu%k&ﬂ&: |
""\n«uuo{;}e&ms@) B



T 93/&,-,’3/?«_‘”.’;'}{1% 7,4- | o N - /

Popidiionme o ibialol { maemol oL greste
dheoxone Qognockre Tp b v andome & elefl
b oo S |

- 3%3;,;; AV A) - e Cees) Jigen

[N 33/2,3&, = & \I 3/2237/&%) +3Je (-32+ 457 (613/@,- e T
= 0VE Jor, o = (Lot SOV Xo=
z % \H (A+4)+4 ;(*,4.4'4—5[ Yio X. +j% \DZC’{\L ) *;f(%;'y ?
z %W?Xo%, + ﬁ}i,e¢7(.+ | | H L—yi"gé

o cod hboiomo
{‘ Yoo, e = £ Yyu X +‘\]§Y4p7ﬁ-

» Quese = [F Yaos U - [£ %0 X
(Lo Goko Yyerve & deltvmiinde ploldd crcbnione

OL\ O/I/bogf%/\oang Corn QQ y(ebo (53/1(-y¢>~

v ek cho Q»«Q-S&O e ol @o C&\A(o&
Ao e Comio~se cle Q,E(hw;‘l-— [ Q{o*@o Q,ZEV_\,C@ B
te6 - o ,

€



—

’,\\( | Y gs/z,-uz “——'gﬂz -4/

%@« DwJCU\Jchhb DLO-@(%%SLQ, CD'\\/\S(%‘«D’(&-\Ek O%Q—\

nhottotl ol T¥ Semo €y = e j(3ea). S e

| ‘754/&‘7- R - e
,‘\ T 4

L QS(%LSSLDMQ mm‘k& PQ,\QAQO(O Adoddh Aoko

P%f@fiff e e Gpm et

(PA./LZ%, %/&Z%

E>o -

). . _'(, Ht > ,
"’)CE' z €4 _ (o) =
7 -:\I:fc&{: e »-gzaw; | |
Nz 2 A 5‘3/7«,%, + U-Sj & gYL,-Ya_ >
-(_-‘C—%'E

Z' e v [ \XY e/_gwﬁt 92/2,-\&, - \%’T g‘/‘/“/‘]

1 Qe oBro @ e amneolio oh 5; S DU RV, YS!
eshko Cleko e obod caone Geane ol avkepfel
Y L, S5 8 - Dol egpaessionn (4), ormellovels



& Qe ltlptinie oG olinlome
RO \(Z &% (2 Y ?Q + 2, %) . *
.HV(W%%V‘W) '
e (54N (B -—-a““)m

- cce)Y 7( + c(e)YMX

PDSS&O\»-\\O oo caQuQa,\o. Qau(&ma«i (,Q«UGQD’\Q— ,
’ ,NV\QDL\.@ OL\ S Q,Sl’)«ww-\&\-\ola %QQ/EO OYI%O'&O’\Q« (O
Co~bunen o DLQS,Q o\z&o&mt e Scala S: :

Mi

 Se e S’usﬁé o Sye-L (S-S

Sk _Q\O—;.

<S> = A4OISIY©> =

= (GO KK+ e® <yot<x;) Sy
(O L PS> 0l VSIS

z |e, @\ <x+l§3|94> + (O X NSy 1> =
2 - & [laoF s rep 6> + 1o (651

L8>0




| o) Collcolins m@Ne, o (yo(dyghabeq N QMM' f
Ao [E«\fo Be v mlsuna ol Low»[yw/»q(p |
B S\é Q(_Q@oskam QL\V(} W@MSM.Q/EeJro LQ Uo@we. o
- xRz, - N
A tale . .SC/OFQ d_OL;EM Q,Qanw—\,QAsL oy ()nuv\o
| ,QAAQ%o Q. Q.AO NPC&) ot Co—low pamonme Qv\—\o-% .
ot alkostokt AP e Sy- M, bese LSy
', ,(vv\o/t\c,C_Q, YQVP—.L;&W&Jhuo, QL., %

(x-wa)

IM/G\M/\\A—\; obz.gﬁn wko%&t oL».C ,QQ‘%D’EO
‘l'\')C@>S¢SC/\LuQ,o,@«a- o



/\PUC)Z .\)__:_ +(b) Y_'L (702) +%c«g>> +
L T @Y 067 1)

- OScs.

| Ayua = = CC+&>Z¢ HC©OY )N 4

& (c+ce>i7 Lrle cc) AL

L}V.OL)JOLQLE&&; N“LSWQ#\&, %c e /3 ZFQA}W'LO

| B = %G&Ce}\‘* 4 ic-ce\‘) z —’é—

|

' C&Q.;W (e, "+ C (*= L P&\&MV\N\—\O&WM

Ao thoke) _
Dokl oo cle 2sseols ouvian—e s RO - i—-Pce)cS/L ,

Q\,Qa\o.. FMQ, -
<>, = %(—k%)-l» .’Z%(-%) z O

Con—ce 5& /tiO\JCV&b_.



PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
18 Giugno 2002

ESERCIZIO N©. 2 [ COMPOSIZIONE DI MOMENTI ANGOLARI |
Sia dato un sistema composto di due particelle distinguibili di spin 1/2.

— =\ 2
a) Calcolare la probabilitd che una misura dello spin totale S? = (51 + Sg) dia come

risultato il valore 2 A se:
1. gli spin di entrambe le particelle puntano nella direzione + z;

2. lo spin della particella 1 punta nella direzione + z e quello della particella 2 nella di-
rezione — z;

3. lo spin della particella 1 punta nella direzione + 2 e quello della particella 2 nella
direzione + z.

Si assuma come Hamiltoniana del sistema
w = —
H=-5 -8
5 12

(NB.: S-Sy = 1(8%—S?—53)). Allistante iniziale t = 0, le particelle si trovano nello
stato in cui lo spin della particella 1 punta nella direzione + z mentre quello della particella
2 nella direzione — z.

b) Determinare lo stato del sistema ad un tempo generico ¢ > 0.

c) Calcolare il valore medio (S7,) della componente z dello spin della particella 1 ad un
tempo generico t > 0.
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PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
7 Luglio 2003

ESERCIZIO N°. 1 [ PARTICELLE IDENTICHE |

Due particelle identiche di spin 1 e massa m sono vincolate a muoversi in un segmento di
lunghezza L. L’Hamiltoniano del sistema e pertanto

pi | P
H:% %+U($1)+U(9&2),
dove
] 0 per0<x <L
U(x)_{oo perz<0ex>L.

a) Determinare gli autovalori e le autofunzioni corrispondenti al livello fondamentale ed
al primo livello eccitato dell’energia ed il relativo grado di degenerazione.

All’istante iniziale ¢t = 0 il sistema si trova in un autostato dello spin totale corrispon-
dente ad S = 0. Una misura dell’energia puo fornire inoltre come possibili risultati solo
gli autovalori corrispondenti al livello fondamentale ed al primo livello eccitato. Infine, il
valore medio dell’energia ¢ (E) = 2h*7?/mL?.

b) Determinare 'espressione piu generale dello stato delle due particelle al tempo t =0 e
la sua evoluzione temporale.

c) Calcolare la probabilita in funzione del tempo che effettuando una misura di posizione
delle due particelle queste vengano trovate entrambe nel segmento di coordinate
0<z<L/2

Nella risoluzione del punto c) si osservi che il calcolo esplicito della maggior parte degli
integrali puo essere evitato semplicemento tenendo in conto della normalizzazione delle
funzioni d’onda e delle loro proprieta di simmetria rispetto al punto di coordinata x = L/2.
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PROVA DI ESAME DI FISICA QUANTISTICA
20 Luglio 2004

ESERCIZIO N°. 2 [ PARTICELLE IDENTICHE |

Un sistema e costituito da due particelle la cui interazione reciproca e descritta da un
potenziale di oscillatore armonico unidimensionale nella coordinata relativa x = xy — 9,
avente pulsazione dipendente dagli spin S ed §2 delle particelle. Nel sistema del centro di
massa, |” Hamiltoniana che descrive le particelle e:

— — 2
21 25;-8
H:p——i—fmw2 14+ 2222 g2
2m 2

a) Determinare autostati ed autovalori dell’ Hamiltoniana nei casi in cui le particelle sono:

e due bosoni distinguibili di spin 0;
e due bosoni indistinguibili di spin 0;
e due fermioni indistinguibili di spin 1/2;
e due bosoni indistinguibili di spin 1.
Si assuma che le particelle siano fermioni indistinguibili di spin 1/2. All’ istante iniziale
t = 0 le particelle si trovano in uno stato tale che: i) una misura dell’ energia produce
con certezza il risultato £ = (9/4) hw; ii) una misura della componente z dello spin totale

produce con certezza il risultato S, = 0; iii) il valore medio dello spin totale S? & pari ad
h?; iv) il valore medio dell’ operatore (a® + af?) Sy, ¢ pari a —v/6h.

b) Determinare lo stato del sistema al tempo generico ¢ > 0.
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PROVA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
23 Settembre 1997

ESERCIZIO N°. 2 [MOTO IN UN CAMPO CENTRALE E PARTICELLE IDENTICHE |

Determinare la funzione d’onda e l’energia nello stato fondamentale di una particella di
massa m vincolata a muoversi all'interno di una sfera di raggio R.

Si abbiano ora due particelle identiche non interagenti immerse in questo potenziale;
si determini la loro funzione d’onda complessiva quando entrambe le particelle si trovano
nello stato fondamentale. Discutere i due casi: a) bosoni di spin 0; b) fermioni di spin 1/2.
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