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Esercizio 1

Calcolare il fattore di struttura cristallino F(é) del reticolo cubico semplice e studiare le riflessioni

permesse.

Soluzione

Il fattore di struttura o di forma del cristallo ad N atomi é:
F(G) =N fi(G)e i€ (1)

dove f; (é ) ¢ il fattore di forma atomico dell’i-simo atomo, J; indica la posizione dell’atomo 7 all'interno
della cella unitaria nello spazio reale (vanno considerati gli atomi non equivalenti), Geil generico

vettore del reticolo reciproco che si scrive come:
G = hg1 + kga + g3 (2)

h, k,1 sono indici interi e {g1, g2, g3 } sono i vettori di base del reticolo reciproco. Poiché I'intensita del
picco di diffrazione e proporzionale al modulo quadro del fattore di struttura del cristallo, lo studio di
F (é) permette di studiare quali riflessioni sono e quali non sono permesse dalla simmetria e struttura
del cristallo in esame.

Per il cubico semplice (sc) si ha, nella terna xgz:

Spazio diretto Spazio reciproco

(sc) (sc)

tl = az gl = 2777:2'
th=aj @ {d1 =a(0,0,0)zg- g2 = %Tﬁ

Sostituendo la (2) nella () e utilizzando i vettori di base appena scritti si ottiene il fattore di struttura

del cubico semplice:

F(é) _ szi(é)efié-di _ Nfle*ié' 1= N fem2mi(h0+k0+10) _ Ny g

—

F(G) & sempre diverso da zero: nel cubico semplice sono permesse riflessioni da tutti i piani (a patto

di utilizzare i vettori di base scritti precedentemente).



Esercizio 2

Calcolare il fattore di struttura cristallino F(G) del reticolo cubico a facce centrate (fec) e studiare le

riflessioni permesse.

Soluzione

—

Il fattore di struttura F(G) dipende, in generale, dalla terna di vettori di base che scegliamo per

descrivere il reticolo. Ora lo calcoliamo nel caso in cui prendiamo la cella primitiva dell’fec:

Spazio diretto Spazio reciproco
(feec 4+ base atomica) (bee)
hi=a3+3) fi="r(-5+5+3)
b=a3+3) &{d =000 R )
f=alf+h) =G +E- )

Inserendo il generico vettore del reticolo reciproco G = hgi + hjs + lj3 = Z(—h+k+1D)&+(h—k+
g+ (h+ k —1)Z] nella () e utilizzando i vettori primitivi di base si ottiene il fattore di struttura:

F(G) = NZfi(é)e_ié'dqi =Nfie?=Nf,

F (é) ¢ sempre diverso da zero, dunque tutte le famiglie di piani fanno diffrazione:
{100} {110} {111} {200} {210} {211} ... etc.

—

Il calcolo di F(G) pud essere fatto, in generale, rispetto ad una qualsiasi base di vettori che descrive
una cella unitaria del reticolo. Ad esempio, il reticolo fec si pud descrivere tramite una cella cubica
(e dunque come un reticolo sc¢) pitt una base atomica costituita da 4 atomi tutti uguali individuati

da vettori d; (atomi non equivalenti che avranno fattori di forma uguali f1 = fo = f35 = f4):

Spazio diretto Spazio reciproco
(sc + base atomica) (sc)
R di = a(0,0,0).4- Gi= 25
tl =ar 7 a - 21
t—» ay ® do 5(07 1, 1)$1}z g2 =Y
9 = — - N
7 ai d3z = %(17(), 1)17}2 g3 = 27772
3= >
d4 = %(17 15 O)zyz

In questo caso G = 2% (hi + ki) + 12) e ricalcoliamo F(G):

F(G) =Nf (1 + e im(kHD) | p—im(htl) | e—m(h+k))
=Nf (1 + (_1)k+l + (_1)h+l + (_1)h+k)
B { 4f se (h,k,l) tutti pari o tutti dispari @)

0 altrimenti

I piani per cui si osservano diffrazioni sono ad esempio quelli delle famiglie {111} {200} {220} {311} ...,

mentre ci sono estinzioni sistematiche quando si hanno combinazioni non tutte pari o dispari degli

indici.



Esercizio 3

Calcolare il fattore di struttura cristallino F(G) del reticolo cubico a corpo centrato (bee) e studiare

le riflessioni permesse.

Soluzione

eUtilizzando la base della cella primitiva:

Spazio diretto Spazio reciproco

(bee 4+ base atomica) (fee)
h=a-§+§+3) hi="00G+3)
B=a(-1+3) o{d = a(0,0,0) =25 +3)
ts=a(3 +45-3) gs="T(G+%)

Scriviamo il generico vettore reciproco, G = hiy + ks + lgs = Zk+ D)2+ (h+1)j+ (h+ k)2 e

utilizzando 1 vettori di base reciproci si ottiene il seguente fattore di struttura del cristallo:

F(G) =Ny fi(@e " = Nfre @0 = N,

F (é) ¢ sempre diverso da zero, tutte le famiglie di piani fanno diffrazione:

{100} {110} {111} {200} {210} {211} ... etc.

eSe si vuole utilizzare la base del reticolo sc (cella cubica), il reticolo bee si pud ottenere come un
reticolo sc con base biatomica costituita da due atomi uguali (f1 = fo 27 ), dove il secondo atomo

di base ¢ quello al centro della cella:

Spazio diretto Spazio reciproco
(sc + base atomica) (sc)
t) = ai - G =24
- R dy = a’(oa 0, 0) - 2a N
to=ay O D Go =Y
f3 = az . Gs =212

e calcoliamo F(G):
F(G)=N (f1 0 4 f2e—ié‘dﬂ2) —Nf (1 +e_ié“i2)

In questo caso G= hg1 + kgs + g3 = 2Tﬂ(hfc + kj + 12) e calcoliamo il prodotto scalare che compare

all’esponente:

-

Godo=2(hi+kj+12) 2@ +g+2) =nh+k+1)



Dunque:
F(G) = Nt (1 +e—iw(h+k+l)) —Nf(1+ (71)h+k+l)

{ 2f se (h+k+1) e pari (4)

0 se(h+k+1) e dispari

Quindi le famiglie di piani che danno diffrazione rispetto a questa base di vettori sono quelle che
rispettano le (), come ad esempio le {110} {200} {211} {220} ....

Non si vedono, invece, picchi dai piani la cui somma degli indici e dispari, perché in realta non sono
dei veri piani cristallini della struttura bec, ma sono frutto della descrizione del cristallo tramite una
cella non primitiva.

In generale se si ha un reticolo di Bravais semplice (al quale cio¢ associate un unico atomo ad ogni
nodo del reticolo), se si effettua il calcolo di F' (é) scegliendo i vettori primitivi di base, il fattore
di struttura e sempre diverso da zero. Cio non & vero quando il reticolo & “decorato”, cioe quando

associate una base atomica costituita da pitt di un atomo (es. diamante).



Esercizio 4

Si considerino i reticoli cubico semplice (sc), fec e bece.

1. Si determinino i quattro vettori di reticolo reciproco piu corti. Esprimere le coordinate dei

vettori trovati rispetto alla base costituita dai vettori primitivi del corrispondente reticolo.

2. Si individuino le famiglie di piani del reticolo diretto ad essi associati.

Soluzione

Indichiamo con él, ég, ég eGyi quattro vettori del reticolo reciproco da trovare.

Il vettore piu corto G sard quello che, posta l'origine degli assi del reticolo reciproco (RR) su un
nodo, punta al nodo primo vicino, Go punta al nodo secondo vicino, ég punta al nodo terzo vicino,
G punta al nodo quarto vicino nel RR.

e Reticolo sc

Vettori di base del reticolo diretto (RD): Vettori di base del reticolo reciproco (RR):
1 = ad g1=%2%
ty = ay g =23
t3=a2 Gy =23

I vettori che cerchiamo sono:

Gi=g= (100) lato del cubo
Gy = §1 + 2 = (110) diagonale della faccia
Gs =G+ §o + 33 = (111) diagonale del cubo (5)
Gy =23 = (200) 2 - lato del cubo

Al generico vettore G = éhkz = hg1 + kgo + g3 del reticolo reciproco corrisponde la famiglia di piani
del reticolo diretto con indici {hkl}. Pertanto, al vettore Gy corrisponde la famiglia {100}, a G5 la
{110}, a G5 la {111} e a G4 la {200}.



NOTA sulle relazioni tra il modulo del vettore éhkl e la distanza dpi; fra i piani della

corrispondente famiglia {hkl}. Per trovare dpj; avete due modi:

1. Calcolate il modulo di éhkl mettendovi nella terna zyz:

Gy = || = 2=
Gy = }%(A +9)| = 27”\/5
Gs=|Z(@+j+2)|=2V3
i [f2a| -
e poi calcolate la distanza fra i piani con la relazione: ‘C_jhkl‘ = d2h7:;l
21T 2T
leO == =——=a
G100 G1
d 2T 2T a
110 = = = = = —
Guo| |Ge] V2
d 2T 2T a
111 = 73 =717 ==
Gin Gs V3
2T 2T a
d200 = = = = = 5
G200 Gy

2. Usate la relazione dpg; = d(h, k,1) specifica del reticolo in considerazione (ovviamente a patto

di conoscerla). Nel caso del cubo semplice e:

1 W24k 1P
="

% a SOLO sc (6)

Utilizzando la relazione si ha:

a

digo = —m——= =0
100 Ere Lo

a

dio = N

a

VEr R+ 12

a

d = =
200 P02 L0

e ovviamente devono tornare le stesse trovate col metodo 1.

di11 =

N
IERIE




eReticolo bee

hi=a(-3+§+3) Gi=2(+%)

Cella primitiva: RD:{ 5 = a(5 —5+3) RR:{ Go = 47”(% +3)
fi=a(s+4-3) Jom i34+ 1)

I vettori che cerchiamo sono:

Gi = 47”(% + %) = g3 = (001) centro di una delle tre facce adiacenti all’origine

Go = Lf=—G1+Go+gs = (—111) lato del cubo

ég = %’T(A + % + %) =go+ g5 = (011) centro di una delle tre facce non adiacenti all’origine

Gy = %(A + 1) = 2g3 = (002) diagonale della faccia  (7)

Segue che al vettore G, corrisponde la famiglia {001}, a G la {111}, a G5 la {011} e a G4 la {002}.
NOTA: T cristallografi di solito usano per tutto il sistema cubico (sc, fec e bee) direzioni e piani
rispetto alla terna ortogonale {g1G2g3} del cubo semplice, perché in questa base (che coincide con la
terna cartesiana) si visualizzano meglio vettori e direzioni cristallini.

Ad esempio, il vettore Gy in questa base ha coordinate:

é1=4i(%+

a

NSy

) = 2%53 + 27”@ = 91"+ 95" = {110}
e la famiglia di piani che individua & la {110}4.. Allo stesso modo:

Gy = 25 — {200}
C_jS = 29? + g;C + gLS%C — {211}SC

—

Gy =2¢° + 295° — {220}

Le famiglie di piani espresse in queste coordinate le disegnate facilmente nella cella cubica.

eReticolo fec

fi=af+3) e
Cella primitiva: RD:¢ f =a(f + %) RR{ go=14m(L — 2 4 %)
f=a(3+4) =G 53
CGr= 23 +§+5)=fi++s = (111) centro cubo
Gy =45 = g + §o = (110) lato del cubo
Gy = L@ +9) =G+ Fo+ 253 = (112) diagonale della faccia
G, = %’T(S% + % +2) = g1 +2G> + 2G5 = (122)  centro di un cubo non adiacente all’origine (8)

Segue che al vettore G corrisponde la famiglia {111}, a Gy la {110}, a G la {112} e a G4 la {122}.

Nella base del cubo semplice:

Gi=2Z(i+§+2) =g + 95 + 95 = {111}
Gy = 2g5° — {002}

és =291° + 295" — {220}

Ga =3¢ + g5+ g5 — {311}



Nota: la posizione degli anelli di diffrazione deve essere invariante per scelta di coordinate. Provate
a calcolare il modulo dei vettori G espressi nella base dell’sc con la relazione (6) e a trovare gli angoli
a cui si osservano gli anelli. Notate pure che gli indici di Miller di questi vettori rispettano le regole

di estinzione trovate studiando il fattore di struttura nella base dell’sc.



Esercizio 5

Siano due campioni di cui uno con reticolo cubico a facce centrate (fcc) e 'altro con reticolo cubico
a corpo centrato (bcec). Le posizioni approssimate dei primi quattro anelli di diffrazione per i due

campioni A e B sono scritte nella tabella:

A B
42.2°  28.8°
49.2°  41.0°
72.0°  50.8°
87.3° 59.6°

1. Determinare quale campione ha reticolo fcc e quale bec.

2. Data una radiazione X con A = 1.5 A, trovare il lato della cella cubica dei due campioni.

Soluzione

Ad ogni picco di diffrazione, che osserviamo a un determinato €, corrisponde un vettore di reticolo
reciproco del campione in esame. Quindi vanno calcolati i moduli dei vettori G;*” che corrispondono
agli angoli sperimentali dei due campioni e confrontati con quelli teorici del reticolo bec ed fec.
Visto che sia I’fcc che il bee sono reticoli di Bravais con base monoatomica, i primi quattro anelli di
diffrazione si osserveranno ordinatamente per i quattro vettori piu corti del corrispondente reticolo
reciproco, perché in questo caso non esistono estinzioni se utilizzo i vettori di base primitivi.

e fec. Ha reticolo reciproco bee i cui quattro vettori pin corti sono dati dalla (8). Calcoliamo i moduli

di questi vettori:

Gi=|Gi|=2ZV3

Go=|CGi| =4 =1.15G,

Gy =|CGi| = 2TV2=1.63G,

Gy =|Gi| = ZV11 =191 G, (9)

e bce. Ha reticolo reciproco fec i cui quattro vettori pitt corti sono dati dalla (7). Calcoliamo i moduli

di questi vettori:

Gy =G| = 2V2

Go=|Ci| =4 =142 G,

Gy =|Gi| = ZV6 =173 G,

Gi=|CGi|=2V8=2G, (10)

e Valori sperimentali. Calcoliamo i valori sperimentali dei moduli G;"” che fanno picchi di

diffrazione agli angoli della tabella:

=Kk .
e G =|G| =2 ksin6)/2
k'] = k|

Sostituiamo i valori della tabella per i due campioni:

10



Campione A Campione B

G =072k GP =049k

G5 =083k =1.16G¢ GE=070k=141GF
GE =118k =1.63 G4 GP =086k=172G%
G4 =138k=1.92G4 GP =099 k =2.00GP

Confrontando i rapporti sperimentali tra i moduli dei vettori GG; con quelli aspettati per i reticoli fec
e bee, si conclude che il campione A ha reticolo fec mentre il campione B ha reticolo bee.

Troviamo le costanti reticolari a dei due campioni:

Campione A Campione B
Gt =Gl 6f =Gt
0.72k =23 049k = 222
0.72 2 = 2,/3 049 5 = 252
1. 2 1542
gy VB _L5VE_ gy g Y2 _L5VEZ_ g
072 0.72 049 0.9

Dove G{ ° & il vettore Gy previsto per un campione fcc (vedi eq. ([@)) G & il vettore G1 previsto

per un campione bee (vedi eq. (10)).

11



Esercizio 6

Determinare i possibili angoli di diffrazione per raggi X di 10 KeV dal piano (111) di un reticolo

cubico semplice con costante reticolare a = 5.3 A.

Soluzione

Lunghezza d’onda A dei raggi X:

c he  4.136-107% oV s-3-108 m/s
= A= — = =12A
N E 10" oV

I piani della famiglia {111} passano per tre vertici non
adiacenti del cubo. La distanza tra due di questi piani ¢ un
terzo della diagonale del cubo: d = %\/ga

(111)

da cui:

) A 1.24 A/3
sin = —n=———-=—

= 0.20262
24" " 2534 "

per n =1,2 3, 4... si ottengono i vari angoli:

61 =0.20 rad = 11.61°
02 = 0.41 rad = 23.22°
61 = 0.61 rad = 34.83°
04 = 0.81 rad = 46.44°

etc..
Nota: in generale per il sistema cubico semplice (ovvero ogni qualvolta che utilizzate i vettori del
reticolo sc) la distanza fra due piani appartenenti alla famiglia (hkl) & data da:

a

dppt = ————
hkl RN

Tramite la (II) si puod calcolare la distanza tra i piani {111} che precedentemente avevamo ricavato

solo sc (11)

con criteri geometrici:

a a
d=dyj4 = —on -2
SRV CNS N R

12



Esercizio 7

Calcolare il fattore di struttura cristallino F(é) del reticolo del diamante e studiare le riflessioni

permesse.

Soluzione

Il reticolo del diamante & fec con base di due atomi uguali posti in dy = (0,0,0) e dy = 2(1,1,1) . 11
generico vettore del reticolo reciproco e G= hg1 + kgs + lgs dove g1, go e g3 sono i vettori primitivi
del reticolo reciproco di un fee (cioé un bee): gy = 2T’T(—l, 1,1), go = 2T’T(l, -1,1), g3 = 2T’T(l, 1,-1).

Scriviamo il fattore di struttura:

F(G)=N Y fie @5 = N [fre™ /O 4 freiCd] (12)

i=1,2
Gli atomi 1 e 2 sono uguali, per cui f; = fo = f:
F(é) — Nf [1 +e—ih(gav@)+k(§2‘i2)+l(§3‘i2)} — Nf [1 +e—%’r%[h(—1+1+1)+k(1—1+1)+l(1+1—1) _

N [1 i e—ig(h+k+z) (13)

Qui studiamo i casi in cui e~ = (£1, 44) e otteniamo:

2 i(h+k+1)=2n —h+k+i=4dn nez
5 0 ih+k+l)=2n+1 —h+k+l=4dn+2
F(G)=Nf - B 3 B (14)
1+i sh+k+l)=2n+35 —h+k+l=4n+3
1—i i(h+k+l)=2n+1 —h+k+i=4n+1

dove le riflessioni degli ultimi due casi hanno la stessa intensita perche I ~ |F(G)[2.

13



Esercizio 8

Due cristalli sono studiati col metodo delle polveri. Un campione cristallizza nel diamante e I’altro
nella zincoblenda. 11 lato della cella cubica di entrambi i reticoli ¢ a = 4.5 A. Calcolare gli angoli ai

quali vengono osservati i primi quattro anelli ottenuti sapendo che A = 2 A.

Soluzione

Sia il diamante che la zincoblenda cristallizzano fec [t = %(J + 2),t2 = 2(& + 2),t3 = 2(2 + §)] con
base biatomica in cfl =0e cfg = %(50 + ¢+ 2), ma nel caso del diamante gli atomi 1 e 2 sono uguali

(f1 = f2) mentre nel caso della zincoblenda sono differenti (f1 # f2).

Vett. primitivi g1 = 47#(7% + % + %)
reciproci o = 47“(% - % 4 %) uguali per diamante e zincoblenda
(0 A=)

Scriviamo alcuni vettori di reticolo reciproco ordinandoli dal piu corto al pit lungo perche saranno

quelli a dare le prime diffrazioni:

Gi=g1+5+7 = (111) |Gy| = 4z 3

Gy = Go + G = (011) Go| = 4z

Gs = g1+ Go + 255 = (112) |Gs| = 122 15)
Ga = 2G1 + 20> + s = (221) Gy = 4=

Gs = 2G, = (222) Gs| = 47\/3

Gs = 2G5 = (022) Gs| = 422

I primi 4 vettori li abbiamo visti nell’esercizio 4, ég, corrisponde alla diagonale della cella cubica,
66 punta al secondo vicino lungo Z (o § o 2) e quindi corrisponde al lato lungo del parallelepipedo
formato da due celle cubiche adiacenti.

Il generico vettore del reticolo reciproco e:

G = hiy + ks + 133 = (hkl) (16)
e il fattore di struttura:
F(G)=N Y fie % = N (i + foe™ 20440 (a7)
i=1,2

doveé-cﬂzOe

—

G-dy = (hgi +kGo+1G3) -do = 2T (~h+k+lh—k+Lh+k—1)-21;11) = Z(h+k+1)

Le ([13), 16) e ([I0) valgono sia per il diamante che per la zincoblenda, 'unica differenza sta nei
fattori di forma atomici fi; ed fo che compaiono esclusivamente nella (I7). Per reticoli di Bravais
“decorati”, ai quali cioe associate una base atomica costituita da piu di un atomo, pure se effettuate
il calcolo di F’ (é) nella cella primitiva, potrebbero esserci estinzioni causate dalla simmetria. Quindi
per trovare i primi quattro anelli che si osservano agli angoli ',62, 6 e 6* non basta trovare i primi
quattro vettori pit corti del reticolo reciproco, ma va necessariamente controllato se per qualcuno di

questi vettori G; si annulla F(G).

14



Iniziamo dal diamante: f; = fo = f
F(G«’)DIA — Nf (1 T eﬂg(ﬂkﬂ)) (18)

Per verificare che non si annullino, andiamo a sostituire gli indici (hkl) dei vettori che abbiamo scritto

prima:

I « |F(G 1)I2=|Nf(1+e”)|2 INF(L+) = (Nf)2

I o [F(Go)P = INJ(1+¢ ™ = [Nf(1- 1 =

I o [F(Gs)P = INJ(1+¢ 7 392 = [Nf(1+ 1) = 4(Nf)2

L [F(G)? = INF(L+e B2 = INF(1— i) = 2(Nf)?

Iy o [F(G5)P = INJ(1+¢7 292 = INf(1 - 1P =0
(o) (

Is x |F 2=

Nf(1+e B2 = NF(1+ D)2 = 4N f)?

6

Pertanto nel diamante i primi quattro anelli si osservano per i vettori él,ég,é4 e éG ai quali

corrispondono gli angoli 61,603,604 e 0. Usiamo G; = 2 ksin(0;/2) = 2% sin(6;/2), otteniamo:

AV3
= —— — f' = 6; = 2 arcsin (—%) =45.27°
a

BN ) A2

4 0 4 A

Tin (2) = 23 62 =0y =2arcsin [ 2V2) = 77.88°

A 2 A a

47 . 04 47 +/11 3 . AvV11 o
BN sin (3) =5 — 0° =0, = 2arcsin 5= 96.96
4

AT (%) = 47y gt = 0 = 2aresin [ 22) = 125.47°

A 2 A a

Per la zincoblenda: f; # f>
F(é)zmc (fl ¥ foe™ h+k+l)) (19)

La ([19) ¢ sempre diversa da zero, quindi si osservano tutti gli anelli. Segue che le prime quattro

diffrazioni sono date ordinatamente dai quattro vettori piu corti él, ég, ég e Gy.

Lo |[F(GP = IN(fi + foe 2% = IN(fL + ifo)lP = N2(f2 4+ f3) = 0'=0,=45.27°
Iy < |F(G2)]? = IN(f1 + fae 2 = IN(f1 — f2)|? = N2(f1 — f2)? — 6? = 0y = 2arcsin(\/a) = 52.78°
I3 o |F(Gs) = IN(fi + foe "2V = IN(fi + fo)? = N2(f1 + fo)? = 0 =0;=T7.88°
Iy o< |F(Go)P = IN(fi + fae 297 = IN(fy — if2)]> = N*(f7 + 12) = 0 =0,=9496°
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Esercizio 9

Effettuando un esperimento di diffrazione su un cristallo con raggi X di energia 20 KeV, si osserva
il primo massimo di interferenza costruttiva in corrispondenza di un angolo di 70°. Quale & il valore

della distanza tra i piani del reticolo cristallino?

Soluzione
Raggi X da 20 KeV hanno lunghezza d’onda A pari a:

12408 12408
A)= =-—— A=0624
M= Fv =z 2706

Il primo massimo di diffrazione si ottiene con la legge di Bragg per n=1:

nA  1-0624A

d= 2sin(¢)  2sin(70°) =033 A

nA = 2dsin(¢) —

16



Esercizio 10

Si scriva il fattore di struttura cristallino F(G) per il reticolo del grafene.

Soluzione

Il reticolo del grafene si descrive tramite i seguenti vettori di traslazione primitivi (pag. 48 di Grosso-

Pastori-Parravicini):

Vettori primitivi i = (1,42 base atomica dy = (0,
RD (esagonale) =

RR g:

Vettori primitivi g
92 =

Il generico vettore del reticolo reciproco si scrivera come G = hg1 + kgo. 1l fattore di struttura del
grafene & dunque:

F(G) = szne—i@»in, - N fle—i@»il +f2€—iG»JQ} — N [e—iG‘dl 4 emiGhd

dove abbiamo usato il fatto che gli atomi di base sono uguali per cui f; = fo = f. Calcoliamo i

prodotti scalari:

-

G-

S
=

=0

1

S 4 2
G- dy = (hg1 + ko) - 2\ (h— k)d 4+ —(h + k)g| - g:%%(h+k):gw(h+k)

-t

5
5l

- .2
F(G)=Nf [1 + e—zgﬂ’ﬁk)}

17



Esercizio 11

Un cristallo ha reticolo fec (lato della cella cubica a) con base biatomica d; = (0,0,0) e d2 = 5(1,0,0)
e viene studiato col metodo delle polveri. Se il fattore di forma atomico del secondo atomo di base

¢ pari al doppio di quello del primo, quanto vale il rapporto fra le intensita del primo ordine con il

secondo?
Soluzione
FCC+base (RD) BCC (RR)
fcc a * ‘
( ) . . .
d = %(1 0 0) =52 ‘ . ‘ .
f1, fo o .
f2=2f | S
Lo d !
Is o

Vett. primitivi [ g = (£ 4+ 2+ £ 2 pitt corti
v (G- FCEOEED 2wt Ly
bee Go="T(5-5+3) vettori G; Gy — ot (011)
per RR ggz%r(%Jr%fé) del RR =G tg=
G-dy= (hgi + ko +173) - 22 =[(~h+k+ DL+ (h—k+ DI+ (h+k—1)Z)4. a5 =
=n(—h+k+1)
F(G)=NY_ foe™ O = N[fie7CD 4 freCR] = N[fy 4 foe™n(=IH4D]) =

Gr=(111) = I ~ |F(G)* = (NA) L +2¢77 P = (NA)?|(L - 2))° = (N fr)?
(011) = L ~|F(G2)* = (Nf1)*[L 426727 = INfi(L +2)]° = (N fr)?

18



Esercizio 12

Il ferro viene studiato col metodo delle polveri. I primi due angoli ai quali si osserva un massimo di
diffrazione valgono 28.53° e 40.78°.

1.

2.

Determinare se il ferro cristallizza bee o fee (sia a il lato della cella cubica di entrambi i reticoli).

Determinare la costante reticolare a sapendo che A = 1 A.

3. Determinare gli angoli ai quali appaiono i due successivi massimi di diffrazione.

Soluzione

1.

Nel testo ci viene richiesto di controllare due reticoli semplici (fee e bee), allora siamo sicuri che

i primi due anelli saranno dovuti ai due piu corti vettori del reticolo reciproco G5 e Gs.

fee (diretto) — bee (reciproco):

Vett. primitivi Gl=4m(—2 iz 2 piu corti = oL
- 4‘2(2217222) 5 ) Gi=qi+ G +gs=(111)
bee Go="T(5—-5+5) vettori G G it G = (011)
per RR g'g:%(%—i-g—é) del RR poETs
Quindi un campione con reticolo diretto fcc deve avere

— = = = — =0.866
|Gal ol 2

bee (diretto) — fee (reciproco):
Vett. primitivi Gy =4 (4 4 2 2 piu corti -

. " ﬁr(i 3) PR Gy =g = (100)

fec Go="T(5+3) vettori G; = oL

L ih B Ga=—¢1 + g2+ g3 = (—111)
per RR gs = 7(54’5) del RR

Quindi un campione con reticolo diretto bcc deve avere:

h

G 74
1G] :7%3 —2 = — =0.707
(e ol V2
La condizione di diffrazione &: G; = 2ksin(6;/2) = & - sin(0;/2), dove i 6; sono gli angoli a cui
si osservano gli anelli.
|G1|  sin(61/2)  sin(28.53°/2)

G| sin(f2/2)  sin(40.78°/2)

Quindi confrontando con i valori teorici dei due reticoli, concludiamo che il Ferro cristallizza

bee.

. Usiamo |G, :

4m 1

47” n/2) = s o a= Jp(mn/2) 7 = 287 A

ks
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3. T due successivi massimi si avranno per i vettori G3 e G4 e si osservano agli angoli 03 e 0y:

Ga| = 4= (2 4+ L 4 £)| = 4z /6 0 = 2arcsin[21%1] = 2 arcsin[¥] = 50.52°
|Gy = 142 (3 + g)| = 22v2 0y = 2arcsin[k|§4‘] = 2arcsin[‘/3A] = 59.04°

20



Esercizio 13

Col metodo delle polveri (A=1.6 A) viene studiato un cristallo biatomico AB. T primi due angoli ai

quali si osserva un massimo di diffrazione valgono 40.35° e 47.15°.

1. Dire se la struttura cristallina & cubica semplice con base atomica d4 = (0,0,0) edp = (1,1, 1),

oppure fcc con base atomica d4 = (0,0,0) e dp = §(1,1,1).

2. Se il rapporto tra i fattori di forma atomici dei due atomi di base & fp/fa = 1.8, quanto vale

il rapporto tra le intensita dei primi due massimi osservati Io/I;?

Soluzione

Punto 1 Per un reticolo di Bravais con base biatomica di atomi diversi i primi due anelli saranno
dovuti ai due piu corti vettori del reticolo reciproco G e Gs.

e Valori sperimentali:

Q _sin(01/2)  sin(40.35°/2)
Gol  sin(62/2)  sm(d7ase/2) 07 (20)

SC+base (RD) SC (RR)

da=(0,0,0 i
osc-i-{d-»A (’7) '

Gi=7"% - 5
a Gi=7q = %3 G 1
Go = 2 pTaser G _ L _ 707 (21)
‘5‘72#5?C GQ: 1+ 2:§($+y) | 2| \/5
8=

Il rapporto non coincide con quello misurato, dunque il campione non ha reticolo sc con la base
da = (0,0,0), dp = 2(1,1,1).

FCC+base (RD) BCC (RR)
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= dn/ & | G, %

Gi=5E5+5+3) S amis G, % S ar 3

_'—4_7r(i_ﬁ+§) Gl_a(2+2+2) |G1|: a 2 :\/520866 (22)
g2 a\2 27172 G, — s —|C_f| Ir 5 .

> 4wz g 2 2= 7 2 a

G="5G+5-3)

Il campione ha reticolo fec con la base dq = (0,0,0), dp = 2(1,1,1), cioe ha la struttura della

zincoblenda.
Punto 2
Generico vettore del RR: Gy = hgi + kga + 1gs = (hkl).

G-dy=0
cdp = Z[(~h+k+Di+h—k+ 0§+ (h+k—12-2@+g+2) = Z(h+k+1)

QA

F(G) = N[fa+ fpe "2 (rthtD)

Dobbiamo calcolare il fattore di struttura per i due vettori G; e Go. Esplicitiamo gli indici (hkl) dei

due vettori rispetto alla base g;:

{ Cr="2EF+5+3)=q+G+g=(111)
- G2 + G

= [N[fa +ifsl]

\F(Go)* = N [fa+ fee ] |* = IN[fa — f5]
I; ~ |F(G;)|? da cui:

I _ N*fa(L=fo/f0lP _ (L= fo/fa)® _ o,

L N2[fa(l+ifs/fa)l? 1+ (fB/fa)?

22



Esercizio 14

Si consideri il cloruro di sodio (NaCl). La costante reticolare vale a = 5.64 A. Calcolare gli angoli e

le intensita dei primi tre anelli ottenuti con il metodo delle polveri sapendo che A = 2 A.

Soluzione

Il cloruro di Sodio ha struttura fec 4+ base atomica (pag. 44 Grosso-Pastori-Parravicini):

der = (0,0,0
FCC+ _}Cl (a ) )
dNa:%(lalal)

I vettori di base del reticolo reciproco e i tre vettori piu corti di quest’ultimo sono:

=5 +8+5) (Ci=7TE+3+5)=q+q+5= (111 G| =g
§=TGE-5+3) Gy = Fi =g+ s = (011) con |Gy = <F
G=T(E+5-3) Gy = T(2+9) = g1 + Go + 273 = (112) |Ga| = °2V2

Gli angoli ai quali si osservano i picchi di diffrazione sono: |Gy| = 4T sin(6;/2) — 0; = 2arcsin (%)
Visto che stiamo descrivendo il reticolo con la cella primitiva e visto che i due atomi della base sono

diversi (for # fna) allora i primi tre angoli corrispondono ai tre vettori pilt corti. Pertanto essi sono:

0" = 0, = 2arcsin (21511) = 2arcsin(2¥2) = 35.77°
6? = 05 = 2arcsin )‘E2| = 2arcsin(2) = 41.54°

03 = 03 = 2 arcsin (%) = 2arcsin(%\/§) = 60.20°

Per calcolare 'intensita ci serve il fattore di struttura del cristallo:

—

F(G) = N [fore™ @0t 4 frge G| = N [ for + fyae™ @
G- dna = (hy + k2 + 133) - dna = w(h + k + 1)
Le intensita che corrispondono ai primi tre picchi sono quindi:

I = |[F(G1)? = IN(fer + fnae ™D 2 = IN(for + fnae™ ™72 = N2(for — fna)?
Iy = |[F(G2)|? = [N(for + fnae” ™02 = IN(for + fnae 2> = N2 (foi + fna)?
Is = |[F(Gs)|? = IN(for + fnae” ™12 = IN(for + frae ™ > = N2 (for + fna)?
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Esercizio 15

Col metodo delle polveri (A = 2 A) viene studiato un cristallo ABy che ha struttura fec con parametro
reticolare @ = 4.5 A. T tre atomi sono individuati dai vettori da = (0,0,0), dp, = 2(1,1,1) e
dp, = —%(1,1,1).Determinare gli angoli ai quali si osservano i primi tre anelli di diffrazione e la loro

intensita relativa.

Soluzione

fCC + {dAadBude}

fi=im-+i+d) (Gi=(1) Gr| =22
o Ei-iry)  G=O) con) (Gl =
=Gty (G=a) |G-t

01 =2 arcsin(%‘/Tg) = 45.28°
05 = 2arcsin(2) = 52.78°
03 = 2arcsin(2v/2) = 77.88°

Calcoliamo i prodotti scalari che compaiono nel fattore di struttura:

G-da=0
G-dp, =2 (~h+k+Lh—k+Lh+k—1)-2111) = Z(h+k+1)
G-dp,=—Z(h+k+1)

F(G) =N [fA + fpe~iz(h ksl 4 fBe"‘ig(h-i-k-‘rl)} = N{fa+2fpcos[Z(h+k+1)]}

I ~ |F(G1)? = N?(fa + 25 cos(3m/2))? = (N fa)?
I ~ |F(G2))? = N2(fa + 2fp cos(n))? = N2(fa — 2f5)?
Iy ~ [F(Gs)]* = N2(fa + 2fp cos(27))? = N2(fa + 2fp)?

Nota: quando ci sono piu di due atomi di base potrebbero esserci in generale estinzioni a seconda del
valore dei fattori di forma. Ad esempio in questo caso se I’atomo di tipo a avesse fattore di forma pari
al doppio di quello dell’atomo di tipo b, il Go non darebbe diffrazione ed il secondo anello sarebbe

osservato in corrispondenza del Gs.
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Esercizio 16

Un cristallo monoatomico con reticolo sc¢ di costante reticolare a = 2.88 A, viene studiato col metodo
di Laue. Sia k = (1,0,0) il versore del vettore d’onda dei raggi X con cui si sonda il sistema. Se A pud
variare nell’intervallo (1.4 — 4) A, trovare gli indici I, m,n del pitl corto vettore di reticolo reciproco

élmn tra quelli che soddisfano la condizione di Laue.

Soluzione

Indichiamo con G = I g1 + mga + ngs il generico vettore di reticolo reciproco, la cui base é:

=74
- 27 A
g2 =Y
- 2T 2
gs = ",z
Si ha:
Condizione di Laue: k; = k; + G (23)

Scattering elastico: ’Ef’ = |k (24)
Inseriamo la (23) nella ([24) ed eleviamo al quadrato:

o 2 a2

ki+ G| = |k (25)
4n?  4n? A P I
1 1+2AZ+A2(12+ 2+ n?) (27)

= -+ = me+n

a a?
Da cui:
-2l

A ¢ (28)

- 12 4+m2 4+ n?

Questa relazione va studiata affinche A sia nell'intervallo (1.4 —4) A .
A € sempre positivo, quindi deve essere necessariamente [ < 0. Inoltre A € simmetrica per scambio

degli indici m > n. Dobbiamo trovare i set di indici (Imn) che verificano I’equazione.

-1 0 0 —=A=21=576A NO!

-1 +1
-1 0 =1

— A =2a =288 A OK!

1 +£1 4+1 = A=2a=1.92 A NO!

25



Ci venivano richiesti i vettori piu corti, per cui quelli cercati sono G_1 +1,0 € G_1,0,+1-

Per conoscere gli angoli di diffusione:

Ef~Ei: EZ cosf

f
@Efzgi+é
(k. +6)

— 6 = arccos 2

s
27 (1 lé, A’ A) . 27 1,0,0
6 = arccos | 2 ( e my Z“) x ) :arccos(1+l%)
A%
l=-1 — 6 = arccos (1 — 2) = arccos (0) = 90°
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Esercizio 17 - Es. 1 Esonero I AA 2014/2015

N

Un cristallo ha una struttura descritta dal reticolo tetragonale con base
monoatomica mostrato in figura.

Sia a il lato del quadrato di base e b I’altezza del parallelepipedo. I parametri

o

reticolari valgono a=1 A e b = 2a.

1. Determinare i vettori primitivi di traslazione del reticolo diretto e reciproco.

2. Se il cristallo viene studiato con il metodo delle polveri e viene utilizzata una lunghezza d’onda

A=1.1 A, determinare gli angoli ai quali si osservano i primi due anelli di diffrazione.

3. Si associa ora al reticolo una base di tre atomi. Questi tre atomi sono
individuati dai vettori: cfl =0, d_é =35le d_;; = 9. Gli atomi 2 e 3 sono
uguali tra loro e diversi dall’atomo 1. L’atomo 1 ha fattore di forma pari al
doppio di quello dell’atomo 2.

Calcolare il rapporto fra le intensita del secondo picco di diffrazione sul

primo.

Soluzione

PUNTO 1
Aiutandosi con la prima figura del testo possiamo scrivere i vettori primitivi di traslazione del reticolo

(diretto) tetragonale facilmente:

ﬂzai’
ts = aj
iy = b2

I vettori primitivi di traslazione del reticolo reciproco sono definiti da:

ta X t3

g1 =21 5—=——=—
t1- (t2 x t3)

o t3 Xﬁl
g2 =27 —
1+ (t2 X t3)
t) x t
[ L
1 (ts ng)

Calcoliamo tutti i prodotti che ci servono:

S

X

SH

I

QU

]

~
o O ®»
O 8 ©

27



T g z

taxti=det|0 0 b|=20—-b-0)—§0—a-b)+20—0-a)=aby
a 0 0
Ty z

fixty=detla 0 0/=2(0-0-a)—9(a-0-0)+2(a-a—0)=a*2
0 a O

t1- (b x t3) = (a &) - (abZ) = a®b

E dunque i vettori primitivi di traslazione del reticolo reciproco sono:

. 2
g1 = —x
a
. 27,
g2 = —Y
a
. 2T . w Zb—‘
g3 = —7%2=—z
b a

a

Il reticolo che si ottiene & sempre tetragonale ed & mostrato in figura (a < b).

PUNTO 2
Poiche al reticolo di Bravais ¢ associata una base monoatomica (cfl = 0), a tutti i vettori del reticolo

reciproco corrisponde la condizione di interferenza costruttiva, cioe si vedranno picchi di diffrazione

a tutti i vettori di reticolo reciproco. Infatti se calcoliamo il fattore di struttura:

F(G) = NZ fle_ié'di = J\7f1€_ié'd1 = N fi1 = cost

vediamo che & costante e non dipende dal particolare vettore G.

Dunque, i due massimi di diffrazione si avranno per i due piu corti vettori di reticolo reciproco C_T"i, i
due vettori che quindi collegano due nodi reticolari primi vicini e due nodi secondi vicini.

Il punto reticolare piu vicino a quello posto nell’origine € quello che dista una costante reticolare

lungo 2, poiche nel nostro caso si ha a < b. Questo punto e indicato dal vettore:

2 = 7271'1

Gi="2=g=(001); GCi=IGi 75:3.14/&*1

Il punto secondo vicino di quello posto nell’origine & quello che dista una costante reticolare lungo z

o equivalentemente lungo y. Consideriamo quello lungo Z: questo punto & indicato dal vettore:
= 27 = 27 -
GQZ—S&:gli(lOO) 3 G2:|G2|:—:6.28A !

a a

La condizione di interferenza costruttiva (condizione di Laue) é:
= 0; 4 0;
Gy| = 2k sin <§) = 7” sin (5)
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da cui possiamo ricavare gli angoli di scattering:

f; = 2 arcsin <M>
4

Sostituendo i valori dei moduli dei vettori G; trovati prima, troviamo gli angoli a cui osserveremo i

NG A1
01 = 2 arcsin M = 2arcsin | —— | = 31.9°
47 a4

NG A1
0> = 2 arcsin G2 = 2arcsin| —= | =66.7°
4 a2

7

primi due anelli:

PUNTO 3
Aggiungendo una base, dobbiamo controllare il fattore di struttura perché potrebbero esserci delle

estinzioni nelle riflessioni. Scriviamo il fattore di struttura per il reticolo:

F(G) = NZfle—i@‘di -N (fle—ié»dl + femiGda 4 f3e—i@‘d3)

G & un generico vettore del reticolo reciproco che possiamo scrivere come combinazione a coefficienti

interi dei vettori primitivi di traslazione del reticolo reciproco:

—

G =1g1 + mgs + ngs = (Imn)

Calcoliamo i prodotti scalari che compaiono negli esponenti del fattore di struttura:

1

G-d=0
. L9
Gody=1G1-dy =122 = in
a 2
. . 2
G-d3=m§2-d3=m—ﬂg=mﬂ
a 2

Sostituendo e poiche fi = 2f, = 2f3 = 2f, il fattore di struttura del reticolo diventa:
F(G)=Nf(2+e "™ +e7mm)

Sostituendo i valori I, m per i vettori trovati in precedenza, e utilizzando il fatto che 'intensita e

proporzionale al modulo quadro del fattore di struttura, si ha:
F(G\)=Nf(2+e " 4¢707) —aNf I o [F(G1)]? = 16N f2
F(G2)=Nf(2+e ™ +e ") =2Nf I o |F(Ga)|* = 4N f?

da cui si ha il rapporto % richiesto nel testo dell’esericizio:

L 1
I 4

29



Esercizio 18 - Es. 1 Appello I AA 2014/2015

Si abbiano due campioni A e B. Sappiamo che uno dei due ha un reticolo quadrato con parametro
reticolare a, l’altro ha un reticolo rettangolare con parametri reticolari b e ¢ (b < ¢) e la sua frazione
di impacchettamento & pari al 51%. Entrambi i reticoli hanno una base monoatomica. Le posizioni

approssimate dei primi tre anelli di diffrazione per i due campioni sono riportate nella seguente tabella:

A B
24.2°  30.0°
34.5°  46.9°
49.57°  56.7°

1. Calcolare esplicitamente i vettori di reticolo reciproco che corrispondono ai primi tre picchi

diffrattivi per entrambi i reticoli e identificare il tipo di reticolo di A e di B.

2. Data una radiazione X, con A = 1.5 A, trovare il valore delle costanti reticolari a,b e c.

Soluzione

1. Per il reticolo quadrato, i vettori primitivi di traslazione del reticolo (diretto) sono:
fi=at t=ag

I vettori primitivi di traslazione del reticolo reciproco, definiti da ; - g;j = 055, sono:

. 2T 2m
Gi=—% Go=—7
a a
2n
I moduli dei tre vettori piu corti del reticolo reciproco, che e a
—
quadrato, sono (vedi figura): ® o o
27 2n
Gi=— a
¢ [
27
Gy = ;\/5 = \/5 G G1 G
2
2 -
Gs="2=2G S
a

Per il reticolo rettangolare, i vettori primitivi di traslazione del reticolo (diretto) sono:
ti=bt f=cj
I vettori primitivi di traslazione del reticolo reciproco, definiti da ; - g;j = 0;5, sono:

G=—F2% Go=—4

(=)
o
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I moduli dei tre vettori piu corti del reticolo 2n

reciproco, che & rettangolare, sono (vedi figura):
o o o
G, = 2 w 27
¢ c
2
G =T _C¢q 2 o
b b G
27\ 2 27\ c\? 1 o
oo () (B) 6
=) (F) @ e :

I rapporto ¢/b si pud ricavare dalla frazione di impacchettamento, che & pari al rapporto tra
la massima area occupata dagli atomi (visti come cerchi di raggio Ry, sull’area totale della

cella primitiva). Poiché ¢ > b, il raggio massimo vale: Ry,q. = b/2

—

1
4-7R?

|
|
| |
| |
massima area occupata dagli atomi 4" tmazwh
p_f_: — = = — =0.51
area cella primitiva be 4c

dalla quale si ricava il rapporto cercato:

C ™

b 4-051

sostituendo questo rapporto nei moduli otteniamo, per il reticolo rettangolare in questione:

=1.54

21
G = —
c

ngg Gy =154 G4

Gy = ,/(%)2“ G, =184 G,

Ora calcoliamo i vettori del reticolo reciproco G; che fanno picchi diffrattivi attraverso gli angoli

sperimentali 6 della tabella:

9'
Sin 2

Per il campione A si ha: Per il campione B si ha:
G{' = 2ksin(24.2°/2) = 0.42 k GP = 2ksin(30.0°/2) = 0.52 k
sin(34.5°/2) sin(46.9°/2)

A B
S i e A WS =——— 1= =154
¢2 = Gn 24.2°/2) G1 G sin(30.0°/2) 54 G

(
A sin(49.57°/2 5 sin(56.7°/2
G5 = sin(24.2°/2) 2 61 Gy = sin(30.0°/2) 184 G

Dal confronto dei valori sperimentali dei due campioni A e B con quelli teorici si conclude che

il reticolo del campione A & quadrato e il reticolo del campione B & rettangolare.

2. Sostituendo il modulo del vettore d’onda k usato nell’esperimento k = A nei moduli del vettori
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(1 per i due campioni, otteniamo le costanti reticolari a e c:

27

A

— 042k = 0422 = 21 _ _ 357 A

G =042k =042 == = a= ;70 =357
2 2w A

Gy =052k =052 == = o= =289
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Esercizio 19 - Es. 1 Appello IT AA 2014/2015

La fluorite (CaF2) ha una struttura fec con una base atomica costituita da un atomo di calcio

bivalente nell’origine e due atomi di fluoro a dy = (111) e dy = z%"(111), dove a ¢ il lato del cubo.

La riflessione al primo ordine della famiglia {111} con raggi X di lunghezza d’onda A = 0.1542 nm

ha luogo ad un angolo 6 = 28.36°. Determinare:
1. il fattore di struttura del cristallo studiandone le riflessioni;
2. il parametro reticolare a della cella unitaria cubica;
3. la densita del cristallo, sapendo che la massa di una molecola di CaFy & m = 13-10723 g.
Si ricorda che le coordinate dei vettori e la famiglia di piani sono fornite nel sistema cubico, ovvero

nella terna cartesiana xyz.

Soluzione

1. Indichiamo con G il generico vettore del reticolo reciproco dell’ fce:
G = hgi + kga + 133
dove (g1, ga, G3) sono i vettori di base del reticolo reciproco dell’ fee. 1l fattore di forma F(é) é:

F(G) = NZ fiexp(—iG-d;) = N (fCa, + frexp(—iG - di) + frexp(—iG - Jg))

Riscriviamo il vettore G nella base Xyz:

G=2[n(~1,1,1) + k(1, -1, 1) +1(1,1,-1)] = 2 (~h+ k+L,h—k+L,h+ k1)

e calcoliamo i prodotti scalari che compaiono nel fattore di forma:

G-di =221, 1,1) - (~h+k+Lh—k+Lh+k—1)=2(h+k+1)

a

!

g- 30281 1,1) - (=h+k+1L,h—k+Lh+k—1)=3(h+k+])

V)
|

F(G)=N [fca + fF (e"’%(’”r’“rl) + e—i%"(thkH)H
=N [fca + fr (e’i%(’”’”l) + e+i%(h+k+l))]

=N [fca+2frcos (3(h+k+1))]
Pertanto F(G) & sempre non nullo e:

N (fca+2fr) seh+k+1=4n
F(G) = Nfea seh+k+1l=2n+1
N (fca—2fF) seh+k+1=202n+1)

dove n ¢ un intero.
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2. Alla famiglia di piani {111} corrisponde il vettore G di indici (111) nella base dell’sc, per cui
G=2Z(G+5+%)e|G =23
Dalla condizione di diffrazione si ha inoltre Ak = G , da cui risulta:
|G| = 2ksin(0/2) = 4T sin(0/2)
Uguagliando il modulo di G si trova:

23 =2sin(0/2) — a= P =0545mm

3. Il volume della cella cubica (unitaria) & a® =1.62-10722 cm~3
Nell’ fee ci sono 4 gruppi di CaFy (8% + 6% =1+ 3 = 4 - vertici + facce del cubo), per cui

Cs s 4-mcar 413.10-23 3
la densita e: p = —3"2% = 1grip = oy = 3.2 g/cm
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Esercizio 20 - Es. 1 Esonero I AA 2015/2016

Un cristallo ABs ha una struttura cubica semplice con una base atomica costituita da un atomo di
tipo A nell’'origine e due atomi di tipo B posti in d; = 4(111) e in dy = —4$(111), dove a ¢ il lato
del cubo. La riflessione al primo ordine con raggi X di lunghezza d’onda A = 0.15 nm ha luogo ad
un angolo #1) = 30.0°. Sia il fattore di forma dell’atomo A pari al doppio di quello dell’atomo B

(fa=2fp).
1. Studiare il fattore di struttura;

2. Determinare il parametro reticolare a;

3. Trovare ’angolo #) al quale si osserva la seconda diffrazione specificando a quale vettore del

reticolo reciproco ¢ associata.

4. Determinare la densita di massa del cristallo, sapendo che la massa di ABy & 100 uma.

Soluzione

Punto 1.
F(G) =N fiexp(—iG - dy)

G = hgi + ko + 13 = 2= (hi + kj + 12)
M (hE+kj+12)-2(@+9+2) =Z(h+k+])
= —T(h+k+1)

F(G) =N [fA + fge 2 (hHh+D | fBe%(HkH)} =N [fa+2fpcos(E(h+k+1))] =Nfa[l+cos(E(h+k+1))]

!

QA

1

!

Qi

2Nfa=4Nfp se Z(h+k+1)=2nt — h+k+1l=4n
F(G)={ Nfa=2Nfs seZ(h+k+0)=Z+nr — h+k+l=2n+1
%

0 se Z(h+k+l)=n+2nr — h+k+1=22n+1)

dove n € un intero.
Punto 2.

Controlliamo per quali vettori del reticolo reciproco si osservano gli anelli di diffrazione:

Gil=2%, Gi=g=(100), F(G)=Nfa — 6V

Cal = 22v2, Gy =g+ G2 = (110), F(G2)=0
|Gs| = ZV3, Gs=gi+Ga+ds=(111), F(Gs)=Nfa — 07

In corrispondenza di G osserviamo il primo ordine (1) il secondo ordine #(?) si osserva per il vettore

Gs.

35



Da él e 0N troviamo il valore della costante reticolare:
5 (D A (p(1)
|G| =2k sm(@ /2) = sm(@ /2)

2 _ 47” sin (9<1>/2)

a

A 1.5 A _ 50k

‘T 2 sin (002) ~ 2 sin(15°)

Punto 2.

02 i ricava dal modulo di Gs:

=~ 4n
= 20 g (2
|G3] Y sin (9 /2)
4m

2m — 20 g (2)

- V3 3 sin (9 /2)

0 = 2arcsin [? 5] —53.2°
a

Punto 3.

Nella cella cubica del reticolo sc € contenuto un solo nodo reticolare, per cui:

M map, 100-1.67-107% kg

PoV =7 T T(20-100108 m3

6.85 - 10® kg/m?® = 6.85 g/cm?
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Esercizio 21 - Es. 1 Appello I AA 2015/2016

Si abbia un campione con reticolo rettangolare di parametri reticolaribe ¢ (b < ¢) e base monoatomica.
La frazione di impacchettamento del reticolo ¢ pari al 51%. E noto inoltre che per una radiazione X
di lunghezza d’onda A = 1.5 A la posizione approssimata del primo anello di diffrazione del campione
¢ O =30.0°.

1. Calcolare i moduli dei tre vettori él, ég, ég di reticolo reciproco piu corti.

2. Trovare la posizione del secondo e del terzo anello di diffrazione nell’esperimento con A = 1.5

A,

3. Trovare il valore delle costanti reticolari b e c.

Soluzione esercizio 1

1. Per il reticolo rettangolare, i vettori primitivi di traslazione del reticolo (diretto) sono:

<H

j=ad

~
)

Il

Q
<>

Q
S
8
Q
Il
<

9 2n
s b
PR I S —_—
G1=|qi| = B o [ ] [ ]
2n
27T o (& lT

Gy=lgo|=—=7 G

2=fel=— =7 G . 2 o

21\ 2 21\ 2 c\2 1 {

Gz =171 + g2| = — ) +|— Z\/(—) +1 G4 G,
b c b

Il rapporto ¢/b si pud ricavare dalla frazione di impacchettamento, che & pari al rapporto tra

la massima area occupata dagli atomi (visti come cerchi di raggio R, sull’area totale della

cella primitiva). Poiche ¢ > b, il raggio massimo vale: R4 = b/2

2
massima area occupata dagli atomi 4 WRmar b

.
C
o= = =0.51
2 area cella primitiva be T 4e a ¢

dalla quale si ricava il rapporto cercato:

c i

- = =1.54

b 4-0.51

sostituendo questo rapporto nei moduli otteniamo, per il reticolo rettangolare in questione:
27

Gy =—
c
c

Gy = 5 Gy =154 4

Gs =1/ b) 41 G =184 Gy
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Il modulo G; si puod ricavare dall’angolo di scattering ©1), ovvero la posizione del primo anello

di diffrazione trovata facendo l'esperimento con A = 1.5 A, quindi i moduli dei vettori sono:

4 _ _ _
G, = 7” sin(30°/2) =217 A7" Gy =334A7"  Gy3=399 A"

. Con la legge di Laue possiamo calcolare gli angoli del secondo e terzo anello di diffrazione, ©()
e ©G):

4 A
Gy = il Sin(9(2)/2) — 0® = 2arcsin (&) = 46.99°
A 47
4
Gy = 7” sin(©®) /2) S 0®) = 2arcsin (Z—G?’) = 56.88°
7

. 11 valore della costante reticolare ¢ si puo ricavare dal modulo del vettore Gj:

2 2
== e c=——" =290 A
c 2.17 A

mentre la costante reticolare b si trova tramite la p.f.:

c 2.89

=— =" A A=188A
c/b 1.54
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Esercizio 22 - Es. 1 Appello IT AA 2015/2016

Un cristallo AB ha reticolo cubico semplice con costante reticolare a = 1.8 A. La base del reticolo &

biatomica, 'atomo A ¢ indicato dal vettore JA = 0 e ’atomo B dal vettore JB = %(i +9+32).
1. Scrivere il fattore di struttura del cristallo.

2. Trovare gli angoli ai quali si osservano i primi 4 picchi di diffrazione se la lunghezza d’onda della

radiazione incidente & A = 1.2 A.

3. Calcolare I'intensita dei primi 4 picchi di diffrazione.

Soluzione

Punto 1.

Reticolo diretto Reticolo reciproco
th = ad Gi =23
ta = ay Go =g
ts = a2 g3z = 27”2
+ base atomica generico vettore reciproco :
4 = (0,0,0) G = Guw = hgi + ko + 133
B — %(17 15 1)

S _ Zanexp (—z‘é.cfn) =N (fAJrfB e—idd})
G-dp =2 (hd +kj+12)- @+ 5+ 2) =m(h+k+1)
F(G)=N (fA + fr e*iﬂ(thkJrl))

Punto 2.
F (é) # 0 sempre, quindi le prime quattro diffrazioni si osservano per i quattro vettori di reticolo

reciproco G; piu corti:

G1 = 2Zi = (100) Gi=2Z
Ga = 1 + 2 = (110) Go =242
Gs = +3+g*3:(111) Gs =2V3
G4 = 231 = (200) Gy=22

Con la relazione di scattering leghiamo il modulo di questi vettori agli angoli a cui si osservano gli

anelli:

7

|éz| = Gy =2k sin(0;/2) = 42 sin(0;/2) — 0; = 2 arcsin ();L_GZ>
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Si trovano dunque i seguenti angoli per i primi quattro ordini:

0, = 2 arcsin <%) = 2 arcsin (A> = 38.9°
4 2a

0, = 2 arcsin <—) = 56.3°
\/_
05 = 2 arcsin <@> = 70.5°
2a
A o
04 =2 arcsin| — | = 83.6
a

Punto 3.

Le intensita dei primi quattro ordini sono:

I =|FG = [F(Gu)l* = IN (fa+ fz ™) [ =
I = [F(Ga)> = |F(Gro)l® = IN (fa + fi 27 |
Iy = [F(Gy)* = [F(Gin) > = IN (fa+ f5 e™7)
I = |P(G0)]? = [F(Gao0)? = N (fa+ fz e™27) P =

40

N?(fa — fB)?

=N*(fa+ fB)®
=N*(fa— fB)®

N%(fa+ fB)?
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