Scritto Appello I, Materia Condensata. AA
2017/2018 (5/02/2018)

Coloro che hanno superato il primo esonero dovranno svolgere gli esercizi 3
e 4 in un tempo massimo di due ore (il punteggio sara riportato in trentesimi).
Coloro che non hanno superato il primo esonero dovranno svolgere tutti e quat-
tro gli esercizi in un tempo massimo di quattro ore oppure gli esercizi 1 e 2 e/o
3 e 4, ciascuna coppia in due ore.

1 Esercizio 1

Un cristallo ABy che ha struttura fcc viene studiato con il metodo delle polveri
(A = 1.5A4). T tre atomi sono individuati dai vettori di base dy = 0, dB1 =
2(1,1,1) e dp, = —4(1,1,1). Sia il fattore di forma dell’atomo A il doppio di
quello dell’atomo B (fa =2 fp).

1. Studiare il fattore di struttura del cristallo. Quali riflessioni sono perme-
sse? (3 punti)

2. Determinare il rapporto tra le intensita dei picchi associati alle famiglie di
piani {1,1,1} e {1,1,2}. (2 punti)

3. 1l secondo picco si trova in corrispondenza dell’angolo #(2) = 40°. Deter-
minare il valore del parametro reticolare a. (2.5 punti)

2 Esercizio 2

Un solido isotropo di densita p = 3g/cm3 cristallizza in un reticolo cubico
semplice di lato a. La base e biatomica ed e costituita da un atomo di massa
M; = 4um.a. e da un atomo di massa My = 10u.m.a. che si alternano a
distanza a/2 'uno con l'altro lungo i lati del cubo. Una misura della velocita
del suono fornisce il valore vs = 1.42 - 10° cm/s.

1. Trovare la frequenza dei modi ottici a centro zona. (3 punti)

2. Calcolare la capacita termica del solido per unita di massa a T' = 10 K,
specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura. (2.5
punti)

3. Calcolare la capacita termica del solido per unita di massa nel limite di
alte temperature, specificando quali modi contribuiscono a questa tem-
peratura. (2 punti)



3 Esercizio 3

Sia dato un cristallo monoatomico e monovalente con reticolo tetragonale e
parametri reticolari a = 0.2 nm (per la base) e b = 0.25 nm. Ad ogni elettrone &
associato un orbitale di tipo p,. Noti i valori |y,_ 1| = 0.15eV, |y,, 2| = 0.10eV
e Eyp, =3.0eV.

4

1. Associare i valori dei due integrali di trasferimento alle tre direzioni topo-

logiche e giustificare brevemente la scelta fatta. Si ricorda che tale inte-
grale & definito come

V(R) = - / o (MAV (P (7 — R) dr

(1 punto)

. Scrivere la forma esplicita della banda E,_ (E) in approssimazione di tight

binding con interazione a secondi vicini. (3 punti)

. Disegnare "andamento della banda di energia nelle direzioni (1, 0, 0), (0, 1,0)

e (0,0,1). Quanto vale la larghezza di banda? (1.5 punti)

. Trovare le componenti del tensore di massa e calcolarne il valore a centro

zona. (2 punti)

Esercizio 4

Sia dato un semiconduttore intrinseco. Sono note le concentrazioni di portatori
intrinseci a 77 = 500 K, n;(T1) = 9.71-102'm=3, e a Ty, = 300K, n;(Tz) =
2.91-10'¥ m=3, e la conducibilita elettrica a Ty, o(T2) =2-1073 Q" 'm~!. Non
si osserva effetto Hall. Il potenziale chimico si trova sempre a meta della gap.

. Quanto vale I'energia di gap F,7 (2.5 punti)
. Quanto valgono le mobilita? (2 punti)
. Quanto valgono i tempi medi di scattering? (1 punto)

. Nel caso il semiconduttore sia drogato con impurezze di tipo n con concen-

trazione Np = 6.5-1022 m~3, verificare la condizione di non degenerazione
a Ty. Si supponga che T5 sia in regime di saturazione. Si usi N¢ costante
uguale a No = 1.6 -10°m=3. (2 punti)

lu.m.a.=1.66-10"%"Kg, e=16-10"°C, me=9.1-10"3" K¢, K =1.38 -
1072 J/K =8.62-107%V/K, h=1.054-10734J -5 = 6.58 10710V -5, 1eV =
11605 K = 1.602 - 10~ J.



5 Soluzioni

5.1 Esercizio 1

In un cristallo fce i vettori di base del reticolo reciproco sono:

fi="r-5+5+3)
§2—i§(+%—%+§)
Go= (4402

Calcoliamo separatamente i prodotti scalari G- d; per i diversi vettori di
base. Dato che

G=hg +kg+1gs=

_271'

= (=h+k+D2+ (+h—k+0)7+ (+h+k—1)Z],

otteniamo

QA
S
Il
o

1

(h+k+1),

e

cdy =

Q.

dy = —g(h+k+l).
Infine,
F(G) = [fA + fpe i3 (kD) 4 o ois (h+k+l)} _
:N{fA+2fBC0s [g(h+k+z)” -
:fAN{1+cos [g(h+k+l)”.
Di conseguenza

2N fa, seZ(h+k+1)=2nt = h+k+1=dn,
F(G)={Nfa, seZ(h+k+)=%+nm—h+k+l=2n+1,
3

0, seZ(h+k+l)=n+2nr > h+k+1=22n+1).

Come si puo vedere, alcune delle riflessioni non sono permesse.

2. Aipiani {1,1,1} & associato il vettore 6(1,1,1)- Dalle regole appena trovate
per il fattore di struttura si vede che tale riflessione € permessa e 'intensita
del picco associato e

Iy < |F(Gaan)? = (Nfa)2



Analogamente, per i piani della famiglia {2,1,1} si ha
o1 o |[F(Gaun)® = (2Nfa)” = 4N fa)*.
Il rapporto delle intensita risulta quindi essere

Iaqany 1

Ionny 4

Al secondo picco ¢ associato il vettore ég. Infatti G5 ¢ associato alla rif-
lessione dei piani della famiglia {1, 1,0}, ma tale riflessione non & permessa
per le regole trovare al punto 1.

Si ha dunque

5 o S L Ar
GS =aq1 +92 + 293 = 7(17 170)5
I1 cui modulo vale 4
- T
|G3| = —Vv2.
a

Invertendo la formula per la condizione di interferenza costruttiva

= 4 . (OO
ex —/\sm( 5 )

si ottiene

Esercizio 2

. La frequenza dei modi ottici a centro zona &

o = \/zc (A; ; A;) 1)

La costante di forza C' si ricava invertendo la formula per la velocita del
suono
C

Vg = QY| s~
2(My + M>)

dove il valore della costante reticolare a si ricava dalla densita

My + M, <M1+M2
p=—""a=|—""7

1/3
. ) =1.98-10"%cm = 1.98 A.
a p

Si ottiene
Vs 2 3 2
C =2(M; + M>) (—) = 2.39-10° dyne/cm
a

e quindi, usando la (1), si ottiene wo = 3.2 - 103 rad/s.



2.

5.3

Per stimare il contributo al calore specifico dovuto ai modi ottici ci servi-
amo dell’approssimazione di Einstein usando il valore della frequenza ot-
tica a centro zona wg = wo

hwE
Tp = — = 244K.
E Kp

Il contributo ottico per basse temperature va come

_Te
CQ xe 7

Per quanto riguarda il contributo dovuto ai modi acustici, usiamo ’approssimazione

di Debye. In tre dimensioni la frequenza di Debye &

62N\ /?
e

e la temperature di Debye Tp risulta essere

_Pwp s gm0k,

TH = —
b KB (IKB

Il contributo acustico va come (T/Tp)?. Alla temperatura data il con-
tributo acustico ¢ sette ordini di grandezza piu grande rispetto a quello
ottico, quindi trascuriamo quest’ultimo.
Dato che supponiamo i tre modi acustici degeneri, il calore specifico per
unita di massa a 7= 10K sara dato da

Cy(T) 12 ,N T\ 12 ,V a T\*
Mry=="2) = 2 kg (— ) = Za' S —Kp(— ) =
v (1) ==, 50 M P\ T 57 @ v B\ Tp

12 , 1 T\" J
o ’ — 141 ——.
5" a3p B(TD) 10K Kg K

Ad alte temperature possiamo usare I’approssimazione di Dulong-Petit. 11
contributo al calore specifico deriva sia dai 3N modi acustici che dai 3V
modi ottici. Si ha quindi

NKp 6K
upy= N _ 685 _ g6 g T

T = = .
v (T) M pa’ Kg K

Esercizio 3

. Lungo ’asse Z la sovrapposizione degli orbitali € minore perché il parametro

reticolare b ¢ piu grande di a. Di conseguenza si ha

Vp. x| = |'7pz,y| = [Vp. 11,
|'7pz.,z| = |'7pz,2|~



2. Gli atomi si trovano nelle posizioni R= (%a,0,0), (0, +a,0),(0,0,+b), si
ha quindi

Ep ( EO,pz Z’Yz ikl —
— EO,pz _ ’sz,a; (6 ikpa + eikma) _ ’sz,y (efikya + eikya) _ ’sz,z ( —ik.b + e’Lk b) _
= Eyp. — 29, cos (kza) — 27y, 4 cos (kya) — 27, . cos (k.b).
I segni di vy, 2 € Vp.,y SONO positivi, quello di v, . negativo, quindi

E,. (E) = Eop. — 2|7p. «| cos (kza) — 2|yp. 4

cos (kya) + 2|vp. »| cos (k.b).

3. Dai grafici degli andamenti della banda nelle tre direzioni si vede facil-

mente che il massimo si ha in (%, Z,0) e il minimo in (0,0, §). Pertanto

I'ampiezza di banda vale EMAX EIZZHN =3.8eV —2.2eV =1.6eV.

4. Le componenti del tensore di massa sono definite come

PER)\
* 2
mig = (akiakj>

Dato che nella banda non compaiono termini misti in kg, k, e k., il tensore
¢ diagonale. A centro zona (0,0, 0) si avra dunque

* (0,0,0) = K2 =5.78-107K
Il‘( b b ) 2|,ypz7w|a2 g?
1
: =0’ =578-100"K
m’,(0,0,0) S T 5.78 - 10 g,
1
* (0,0,0) =h?—— = 555 1070 Kg.
mz(0,0.0) 2|7p. 2| 5

5.4 Esercizio 4

In un semiconduttore intrinseco le concentrazioni di elettroni e lacune sono
uguali: n =p =n,;.
Sfruttando il fatto che vale la relazione

Eg(T) 3 mp
TY=E —2KpTn [ T
W) =By + =5 4B n(m;;)

e che il potenziale chimico si trova sempre a meta della gap, si ha che le masse
efficaci dei due tipi di portatori sono uguali: m; = my; = m*. Inoltre, dato che
nel campione non si osserva effetto Hall, dalla relazione

_ Ly~
QN pip + pn

si deduce che elettroni e lacune hanno la stessa mobilita: e = pp.



1. Si sfrutta la relazione

1 2K5T\*?, | .. Eg
ni(T) = 1 <7rh2> (mzmy)*/* exp TOKLT (2)
che in questo caso diviene
1 2KsT\*? .., Eg
J(T) == *)3/2 — : 3
=5 (Z5) e |- g ®)

Conoscendo la concentrazione dei portatori intrinseci a due temperature
si puo ricavare il valore dell’energia di gap.

i @) el (o))

Invertendo si ha

In

2Kp
1 1

T T>

Eg=— 22
“ n;(Tz) \T1

n;i(Th) <T2>3/2] =0.95¢eV.

2. Per ricavare la mobilita usiamo l'informazione che abbiamo riguardo la
conducibilita. Si ha

O = nefie + papp = 2en;

avendo sfruttato il fatto che le mobilita sono uguali tra di loro e che la
concentrazione di portatori ¢ quella intrinseca. Invertendo la formula si
ottiene

o(13)

=—2 —9215-10"3m?Vis L
H 2€nZ(T2) m °

3. Date le condizioni del problema, i tempi medi di scattering sono gli stessi
per elettroni e lacune

*

m* p

T, :Tn:T:
P (&

La massa efficace m* si ricava invertendo la (3)

OK T\ /2 Eq
4n,(T:
il 2)< o ) P\ K ATy

e quindi risulta essere 7 = 6.0 - 10~ s,

2/3
=45-107%Kg,

m* =

4. Per un semiconduttore drogato di tipo n, si ha

M—EC]

n = N¢ exp [ KoT



Essendo il semiconduttore in regime di saturazione possiamo porre n =~
Np. L’ipotesi di non degenerazione e

Ec —p
1.
Kol >
Nel nostro caso 5 N
c— MK C
——— =In|{ —) =17.0.
KpTi <ND>

L’ipotesi di non degenerazione risulta quindi essere soddisfatta.



