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Esercizio 13 - (I Esonero I AA 2014/2015)

Si abbia una catena lineare biatomica formata da un atomo A di massa MA ed un atomo B di massa

MB = 16 uma. Questi atomi sono separati di a/2 e sono disposti lungo l’asse x̂. Le costanti di forza

sono uguali e l’interazione è a primi vicini. Si ricorda che per questa catena le frequenze a bordo zona

valgono ω2 = 2C
MA

e ω2 = 2C
MB

.

1. Se il rapporto tra la frequenza ottica e quella acustica a bordo zona è 1.5, quanto vale la massa

MA? Sia MA > MB .

2. Quanto valgono le frequenze acustica ed ottica a bordo zona se la costante di forza C = 2000

dyne/cm?

3. Se la densità lineare di massa vale ρ = 20 · 1010 uma/m, quanto vale la velocità del suono vs in

questa catena?

4. Trovare ωD, qD e la temperatura di Debye ΘD.

5. Stimare la capacità termica a T=10 K e T=800 K se la catena è formata da N=1024 atomi di

tipo A e N=1024 atomi di tipo B. Usare a bassa temperatura il modello misto di Debye-Einstein.

Stimate la temperatura di Einstein dall’energia del fonone ottico a bordo zona e utilizzate la

seguente formula per scrivere la capacità termica dovuta a N modi nel modello di Debye:

CDebye
v (T ) = 4

5π
4N KB

(
T

ΘD

)3

Soluzione

PUNTO 1

Poiché MA > MB , a bordo zona si ha:

ωAC =

√
2C

MA
ACUSTICA

ωOT =

√
2C

MB
OTTICA

Dal rapporto possiamo trovare la massa MA:

ωOT
ωAC

=

√
MA

MB
= 1.5 =⇒ MA = (1.5)2 MB = 36 uma

PUNTO 2

Le frequenze a bordo zona:

ωOT =

√
2C

MB
=

√
2 · 2000 dyne/cm

16 · 1.66 · 10−24g
= 1.23 · 1013 rad/s

ωAC =
ωOT
1.5

= 0.82 · 1013 rad/s
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PUNTO 3

La velocità del suono si trova dallo sviluppo per piccoli q del modo acustico:

vs =

√
C

2(MA +MB)
a

a si ricava dalla densità:

ρ =
(MA +MB)

a
=⇒ a =

MA +MB

ρ
=

(36 + 16)uma

20 · 1010uma/m
= 2.6 Å

troviamo la velocità del suono:

vs =

√
2000dyne/cm

2(36 + 16) · 1.66 · 10−24g
2.6 Å = 885.0 m/s

PUNTO 4

Se indichiamo con N il numero di celle primitive e con L la lunghezza della catena lineare, per

quest’ultima abbiamo N = L/a modi acustici. Utilizzando la densità degli stati si ha:

N =

∫ ωD

0

D(ω)dω =

∫ ωD

0

L

πvs
dω =

L

πvs
ωD =

Na

πvs
ωD

Semplificando N, troviamo la frequenza di Debye:

ωD =
π

a
vs = 1.07 · 1013 rad/s

Dalla:

~ωD = KBθD = ~vsqD (1)

Calcoliamo qD e θD:

qD =
ωD
vs

=
π

a
= 1.2 Å

−1

θD =
~
KB

ωD =
1.054 · 10−34J s

1.38 · 10−23J K−1 1.07 · 1013 rad/s = 81.7 K

Nel modello di Debye si approssima la prima zona di Brillouin con una sfera di raggio qD di pari

volume: in 1D questa non è più un’approssimazione e qD è proprio uguale a metà zona di Brillouin.

Cioè per i modi acustici dobbiamo contare tutti gli q fino a bordo zona. Nell’esercizio si poteva anche

trovare direttamente il qD tramite:

2qd =
2π

a
=⇒ qD =

π

a

e poi utilizzare la (1) per trovare ωD e ΘD.

PUNTO 5

Per questa catena descriviamo gli N modi acustici come N oscillatori di Debye e gli N modi ottici

come N oscillatori di Einstein.

A T=10 K possiamo usare l’espressione della capacità termica a volume costante per T << ΘD

per N modi acustici:

CDV (T ) =
4

5
π4NKB

(
T

θD

)3
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Gli N modi ottici si possono trattare col modello di Einstein. Stimiamo ωE dalla frequenza ottica a

bordo zona (come suggerito nel testo dell’esercizio):

ωE = ωOT (π/a) = 1.23 · 1013 rad/s

Alla quale corrisponde una temperatura di Einstein θE :

~ωE = KBθE =⇒ θE =
~
KB

ωE =
1.054 · 10−34J s

1.38 · 10−23J K−1 12.3 · 1012 rad/s = 93.9 K

Il contributo degli N modi ottici Ãš, nel modello di Einstein:

CEV (T ) = NKB

(
~ωE
KBT

)2
e~ωE/KBT

(e~ωE/KBT − 1)2
= NKB

(
θE
T

)2
eθE/T

(eθE/T − 1)2

La temperatura di Debye e quella di Einstein non sono molto lontane, per cui a T=10 K dobbiamo

considerare entrambi i contributi alla CV . La capacità termica totale sarà dunque la somma dei due

contributi:

CV (10K) = CDV (10K) + CEV (10K)

= NKB

(
4

5
π4

(
10

81.7

)3

+

(
93.7

10

)2
e93.7/10

(e93.7/10 − 1)2

)
= 1024 · 1.38 · 10−23 J K−1(1.43 · 10−1 + 0.07 · 10−1)

= (1.97 + 0.10) J K−1

= 2.1 J K−1

Il contributo è praticamente tutto dovuto ai modi acustici, quelli ottici iniziano a contribuire a

temperature maggiori.

Ad alta temperatura possiamo utilizzare la legge di Dulong e Petit per 2N oscillatori:

CV (T ) = 2NKB = 2 · 1024 · 1.38 · 10−23J K−1 = 27.6 J K−1
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Esercizio 14 - Es. 2 Appello I AA 2014/20151

Un metallo di valenza 3 ha una struttura cubica semplice con base monoatomica e una densità

elettronica nel = 3.66 · 1029 m−3. Le tre branche acustiche (una longitudinale e due trasverse) sono

descritte dalle seguenti leggi di dispersione:

ωAL(q) = ω0
AL sin

(qa
2

)
ωAT (q) = ω0

AT sin
(qa

2

)
Dove la T indica il modo trasverso, la L il modo longitudinale e ω0

AL = 2.4·1012 rad/s. La temperatura

di Debye del modo trasverso vale ΘT
D = 45.7 K.

1. Trovare la costante reticolare a e il vettore d’onda di Debye.

2. Trovare i valori delle velocità del suono.

3. Il contributo dei fononi alla capacità termica per unità di volume del solido, misurata a bassa

temperatura e a volume costante, segue l’andamento in temperatura:

cv(T ) = BT 3

Dire quanto vale β e calcolare il valore della costante B e di cv a 1 K.

Soluzione

1. Gli atomi del sistema sono trivalenti, quindi la densità atomica nat è:

nat =
1

3
nel =

1

3
3.66 · 1029m−3 = 1.22 · 1029m−3

inoltre per il reticolo SC, se a è il lato della cella cubica: Troviamo il vettore d’onda di Debye

kD : kD = 3
√

6π2nat = 1.93 · 1010 m−1.

2. Dalla definizione di velocità del suono si ha:

vL = lim
q→0

(
dωAL
dq

)
=
a

2
ω0
AL =

2 · 10−10m

2
2.4 · 1012s−1 = 240 m/s

Dalla temperatura di Debye del modo trasverso ricaviamo vT :

vT =
KB

~
ΘT
D

kD
=

1.38 · 10−23

1.054 · 10−34

45.7

1.93 · 1010
m/s = 310 m/s

3. In generale cv è la somma del contributo elettronico (∼ T ) e del contributo reticolare (∼ T 3 -

modello di Debye). Pertanto nel contributo reticolare si ha β = 3.

Nel modello di Debye, ogni modo apporta al cv reticolare un contributo di 4
5π

4natKB(T/ΘD)3; il

nostro cristallo possiede 1 modo longitudinale e 2 trasversali con temperature di Debye differenti

1Versione senza calore specifico elettronico
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(ΘL
D e ΘT

D), per cui il cv reticolare si scrive come:

cv(T ) =
4

5
π4 natKB

[
1

ΘL
D

3 +
2

ΘT
D

3

]
T 3 =

2

15
π2K

4
B

~3

[
1

vL3
+

2

vT 3

]
T 3 = BT 3

Per confronto otteniamo il valore della costante B:

B =
2

15
π2K

4
B

~3

[
1

vL3
+

2

vT 3

]
=

2

15
π2 (1.38 · 10−23)4

(1.054 · 10−34)3

[
1

2403 +
2

3103

]
J/m3K4 = 5.7 · 103 J/m3K4

e il valore del cv a 1 K:

cv(1 K) = 5.7 · 103 J/m3K4(1 K)3 = 5.7 · 103 J/m3K
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Esercizio 15 - Es. 2 Appello II AA 2014/2015

Un solido isotropo di densità ρ = 5 g/cm3 ha un reticolo cubico semplice di lato a. La base è

biatomica ed è costituita da un atomo di massa M1 = 3 uma e da un atomo di massa M2 = 12 uma

che si alternano a distanza a/2 l’uno con l’altro lungo i lati del cubo. Una misura della velocità del

suono fornisce il valore vs = 4.8 · 105 cm/s.

1. Trovare la frequenza dei modi ottici a centro zona.

2. Calcolare la capacità termica del solido per unità di massa a 30 K utilizzando il modello di

Debye, specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.

3. Calcolare la capacità termica del solido per unità di massa ad una temperatura molto maggiore

della temperatura di Debye, specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.

Soluzione

1. La frequenza dei tre modi ottici (degeneri) a centro zona è data da: ωO =

√
2C
(

1
M1

+ 1
M2

)
La costante di forza C si ricava invertendo la formula della velocità del suono vs = a

√
C

2(M1+M2) ,

la cui unica incognita è il paramentro reticolare a (che si ricava dal dato della densità). Per cui:

a =

(
M1 +M2

ρ

)1/3

=

(
15 · 1.66 · 10−24 g

5 g/cm
3

)1/3

= 1.71 · 10−8 cm

C = 2(M1 +M2)
(vs
a

)2

= 2 · 15 · 1.66 · 10−24 g

(
4.8 · 105 cm/s

1.71 · 10−8 cm

)2

= 3.9 · 104 dyne/cm
2

ωO =

√
2 ·
(

3.9 · 104 dyne/cm
2
) 1

1.66 · 10−24 g

(
1

3
+

1

12

)
= 1.40 · 1014 rad/s

2. In 3D, la frequenza di Debye è: ωD = vs

(
6π2N
V

)1/3

La temperatura di Debye è quindi:

ΘD =
~ωD
KB

=
~
KB

vs

(
6π2N

V

)1/3

=
1.05 · 10−27

1.38 · 10−16

4.8 · 105

1.7 · 10−8

3
√

6π2 K = 738 K

Indicando con M la massa del solido, la capacità termica per unità di massa cMv (T ) nel modello

di Debye (consideriamo solo i 2N modi acustici) risulta essere:

cMv (T ) =
Cv(T )

M
=

12

5
π4 N

M
KB

(
T

ΘD

)3

=
12

5
π4 V

a3

1

ρV
KB

(
T

ΘD

)3

=
12

5
π4 1

a3ρ
KB

(
T

ΘD

)3

cMv (30 K) = 8.67 · 104 erg K−1g−1

3. Ad alta temperatura contribuiscono anche i 3N modi ottici, quindi per valutare cMv (T ) usiamo

il modello di Dulong-Petit per 6N oscillatori:

cMv (T ) = 6NKB
1

M
= 6

KB

a3ρ
=

6

(1.71 · 10−8 cm)3

1.38 · 10−23 J/K

5g/cm
3 = 3.31 · 107 erg K−1g−1
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Esercizio 16 - Es. 2 Esonero I AA 2015/2016

Un solido anisotropo ha reticolo fcc con lato della cella cubica a = 2 Å. La base è costituita da un unico

atomo posto su ogni nodo del reticolo. La relazione di dispersione del modo acustico longitudinale è

ωL(q) = ω0 sin
(
qa
2

)
, quella dei modi acustici trasversali degeneri è ωT (q) = ω0

[
sin
(
qa
2

)
+ sin(qa)

]
.

Si sa inoltre che ω0 = 1.52 · 1012 rad/s.

1. Trovare le velocità del suono nel solido;

2. calcolare le temperature di Debye del sistema;

3. calcolare la capacità termica reticolare per unità di volume, cv, a 5 K e a 800 K.

4. Come cambierebbe a 800 K la capacità termica reticolare per unità di volume se il solido avesse

base biatomica?

Si ricorda che la velocità del suono è definita come il limite per q → 0 della velocità di gruppo dei

fononi. e che il contributo vibrazionale della i-sima branca acustica alla capacità termica reticolare

per unità di volume nel modello di Debye è civ(T ) = 4
5π

4nKB

(
T

Θi
D

)3

, con n = N/V dove N è il

numero di atomi del campione e V il suo volume.

Soluzione
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Esercizio 17 - Es. 2 Appello I AA 2015/2016

Si abbia una catena lineare monoatomica di lunghezza totale L = 30 cm. La densità degli stati fononici

della catena, nel modello di Debye, è indipendente dalla frequenza ω e vale D(ω) = 1.1935 · 10−4

stati/Hz.

1. Trovare la velocità del suono della catena.

2. Calcolare il numero di atomi della catena sapendo che la frequenza di Debye vale ωD = 8.38·1012

Hz.

3. Calcolare la costante di forza C sapendo che la massa dell’atomo posto su ogni nodo della catena

vale M = 7 · 10−27 Kg.

4. Calcolare l’energia media per unità di lunghezza della catena a T = 300 K giustificando le

approssimazioni fatte.

Soluzione

1. La densità degli stati fononici in una catena lineare è indipendente dalla frequenza nel modello

di Debye e si scrive come:

D(ω) =
L

π

1

vs

dove L è la lunghezza della catena e vs la velocità del suono. Invertendola si trova la velocità

del suono della catena:

vs =
L

π

1

D
=

0.3m

π

1

1.1935 · 10−4 Hz−1 = 800 m/s

2. In questa catena il numero degli atomi è pari al numero degli stati fononici ammessi (cioè i

modi), per cui:

N =

∫ ωD

0

D(ω)dω = D ωD = 1.1935 · 10−4 Hz−1 · 8.38 · 1012 Hz = 109 atomi

3. Nella catena la velocità del suono è : vs = a ·
√

C
M .

Ricaviamo la costante reticolare:

a =
L

N
=

0.3 m

109
= 3 Å

E infine la costante di forza C:

C =
(vs
a

)2

M =

(
800 m/s

3 Å

)2

· 7 · 10−27 Kg = 5 · 10−2 N/m

4. Valutiamo la temperatura di Debye della catena per sapere in che limite siamo:

ΘD =
~ωD
KB

=
1.054 · 10−34 · 8.38 · 1012

1.38 · 10−23
K = 64 K
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T = 300 K è molto maggiore della temperatura di Debye per cui è giustificato utilizzare

l’approssimazione classica:

u(T ) =
U(T )

L
=
NKBT

L
=
KB

a
T

u(300K) =
1.38 · 10−23 J/K

3 · 10−10 m
300 K = 1.38 · 10−11 J/m
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Esercizio 18 - Es. 2 Appello II AA 2015/2016

Un cristallo ha densità ρ = 8 g/cm3 ed un reticolo cubico semplice di lato a. Al reticolo è associata

una base biatomica costituita da un atomo di massa MA = 5 uma e da un atomo di massa MB = 8

uma. Quest’ultimi si alternano a distanza a/2 l’uno con l’altro lungo i lati del cubo. La velocità del

suono nel cristallo vale vs = 5.1 · 105 cm/s.

1. Trovare la frequenza dei modi ottici a centro zona.

2. Calcolare la capacità termica del solido per unità di massa a 100 K. Specificare quali modi

contribuiscono a questa temperatura.

3. Calcolare la capacità termica del solido per unità di massa nel limite di alte temperature,

specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.

Si ricorda che la relazione di dispersione per tale cristallo è:

ω2(q) = C

(
1

MA
+

1

MB

)
± C

√(
1

MA
+

1

MB

)2

− 4 sin2(qa/2)

MAMB

dove C è la costante di forza.

Soluzione
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