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Esercizio 1

Un cilindro ruota senza strisciare su un piano inclinato di un angolo α. Calcolare l’accelerazione
del suo centro di massa.

Esercizio 2

La metà di un cilindro omogeneo di raggio R, massa m e altezza h è appoggiato su un piano obliquo
come in figura ed è libero di ruotare senza strisciare. Potete indicare con b la distanza del centro di
massa dall’asse del cilindro.

1 - Calcolare l’inclinazione α del cilindro nella posizione di equilibrio in funzione di θ, e l’angolo
massimo θ∗ per il quale l’equilibrio è possibile (vedere figura).

2 - Se θ = 0, partendo dalla posizione di equilibrio per quale velocità angolare iniziale minima
il corpo si capovolge?
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Esercizio 3

Un disco di massa 50 kg e raggio 180 cm ruota attorno al suo asse. Sull’orlo del disco viene applicata
una forza F = 19.6 N. Il disco parte da fermo. Calcola:

a) La sua accelerazione angolare
b) L’angolo descritto dopo 5 sec.
c) Il momento della quantità di moto
d) La sua energia cinetica dopo 5 sec.

Esercizio 4

Un cilindro di raggio r = 50 cm e di peso P = 40 N si muove in un dato istante alla velocità v = 10
m/s su un piano inclinato di 20◦. Quanto tempo impiega a raggiungere il punto più alto della sua
traiettoria?
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𝐼𝜃̈ = −𝑅𝑇 

dove I è il momento di inerzia del cilindro rispetto al suo centro di massa, 𝐼 = 𝑀𝑅2

2
. La condizione di 

rotolamento puro sul filo da: 

𝑦̈ = 𝑅𝜃̈ 

Da cui: 

𝑇 = −
𝐼

𝑅2 𝑦̈ 

E sostituendo nella prima equazione si trova infine: 

(𝑀 +
𝐼

𝑅2) 𝑦̈ = −𝑀𝑔  ⇒  𝑦̈ =
−𝑀𝑅2

𝑀𝑅2 + 𝐼
𝑔 = −

2
3

𝑔 

 

Soluzione Problema 3 

Poniamo l’origine degli assi nello spigolo dove il piano inclinato si congiunge col piano orizzontale. Il centro 
di massa del cilindro è individuato da un vettore 𝑟. Il cilindro ruota senza strisciare con una velocità 
angolare 𝜔(𝑡) che varia nel tempo. L’energia meccanica totale del cilindro è data da: 

𝐸 =
1
2

𝑀𝑟̇2 +
1
2

𝐼𝜃2̇ − 𝑀𝑔𝑟 sin 𝛼 

La condizione di rotolamento puro è, (sia 𝑅 il raggio del cilindro) che 𝜃𝑅̇ = 𝑟̇. Quindi si ha che: 

𝐸 =
1
2

𝑀𝑟̇2 +
1
2

𝐼
𝑟̇2

𝑅2 − 𝑀𝑔𝑟 sin 𝛼 

E derivando rispetto al tempo il risultato deve essere nullo per la conservazione dell’energia meccanica 
totale: 

𝐸̇ = 𝑀𝑟̈𝑟̇ + 𝐼
𝑟̈𝑟̇
𝑅2 − 𝑀𝑔𝑟̇ sin 𝛼 = 0 

⇒   𝑟̈ =
𝑀𝑔 sin 𝛼

𝑀 + 𝐼
𝑅2
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Prendiamo in esame il triangolo MPO. Dal teorema dei seni viene la seguente relazione: 

𝑏
sin 𝜃

=
𝑅

sin(𝜋 − 𝛾 − 𝜃)
=

𝑅
sin 𝛼

 

Questo dato che 𝛾 = 𝛼 − 𝜃. Quindi si ha: 

𝑅 sin 𝜃 = 𝑏 sin 𝛼 

Questo, determina l’angolo 𝛼 in funzione di 𝜃. Quando avremo soluzioni? Solo se: 

sin 𝜃 ≤
𝑏
𝑅

 

Per cui, il massimo valore possibile è 𝜃∗ = arcsin 𝑏
𝑅

. Eplicitando 𝛼 si ottiene: 

𝛼 = arcsin (
𝑅
𝑏

sin 𝜃) 

In alternativa, guardando la figura, si vede che il valore massimo di 𝛼 corrisponde a 𝛼 + 𝜃 = 𝜋
2

 (la retta 𝑀𝑀′̅̅ ̅̅ ̅̅  

diventa tangente alla circonferenza di raggio 𝑏). Questa condizione corrisponde a sin 𝜃∗ = 𝑏
𝑅

. Per piccoli 
spostamenti rispetto a 𝑀 del centro di massa la forza di gravità agisce come forza di richiamo, pertanto si 
tratta di equilibrio stabile. Al contrario, una situazione in cui il centro di massa si trova in 𝑀′ è di tipo 
instabile, come si vede nella figura sottostante.  
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Domanda 2 

Affinché si capovolga, il corpo dovrà superare l’altezza massima del centro di massa, ovvero la condizione 
riportata dalla figura soprastante. L’altezza del centro di massa rispetto al terreno, in questo caso, è: 

ℎ𝑓 = √𝑏2 + 𝑅2 

Imponendo la conservazione dell’energia si ha: 

1
2

𝐼𝑃𝜔0
2 + 𝑚𝑔(𝑅 − 𝑏) = 𝑚𝑔√𝑏2 + 𝑅2 

Dove 𝐼𝑃 è il momento di inerzia del mezzo cilindro rispetto al punto di contatto nella configurazione iniziale. 
Ricavando la velocità angolare si ottiene: 

𝜔0 = √
2𝑚𝑔

𝐼𝑃
(√𝑏2 + 𝑅2 − 𝑅 − 𝑏) 

Proviamo a calcolare 𝐼𝑃. Il momento di inerzia di un cilindro intero rispetto al suo asse vale: 

𝐼𝐶 =
1
2

𝑀𝐶𝑅2 

Mentre quello di metà cilindro rispetto allo stesso asse sarà: 

𝐼𝑂 =
1
2

𝑚𝑅2 

Dove naturalmente vale che 𝑚 = 𝑀𝐶
2

. Usando il teorema di Steiner si trova il momento di inerzia rispetto a 
un asse passante per il centro di massa: 

𝐼𝐶𝑀 = 𝐼𝑂 − 𝑚𝑏2 
Infine, usando di nuovo il teorema si trova il momento di inerzia per un asse passante dal punto di contatto 
iniziale: 

𝐼𝑃 = 𝐼𝐶𝑀 + 𝑚(𝑅 − 𝑏)2 =
1
2

𝑚𝑅2 − 𝑚𝑏2 + 𝑚(𝑅 − 𝑏)2 =
1
2

𝑚𝑅2 + 𝑚𝑅(𝑅 − 2𝑏) 








