Fisica della Materia Condensata.
Prof. Paola Gallo.
Prova del II appello di esame - 8 Febbraio 2023

Istruzioni - Esame completo: svolgere tutti e quattro gli esercizi in quattro
ore. Recupero del primo esonero: svolgere gli esercizi 1 e 2 in due ore. Secondo
esonero: risolvere gli esercizi 3 e 4 in due ore.

1 Esercizio 1

Si abbia un campione con reticolo rettangolare di parametri reticolari a e b. 11
cristallo viene studiato con il metodo delle polveri (A = 2.8 A) e il terzo picco
di diffrazione si osserva ad un angolo 6 = 55°.

1. Calcolare i moduli dei primi tre vettori di reticolo reciproco se il fattore

di impacchettamento del reticolo & pari a 0.58. (5 punti)

2. Determinare i parametri reticolari del cristallo. (5 punti)

3. Calcolare gli angoli a cui si osserva il picco di diffrazione successivo. (5
punti)

2 Esercizio 2

Un cristallo bidimensionale quadrato con base monoatomica vibra in due dimen-
sioni. I’atomo ha massa M = 6.0 u.m.a. e la densita vale p = 1.5 um.a./A.
Siano le relazioni di dispersione delle branche fononiche date da

qa

war = WYy sin (?>

0 (qa)
WAT = Wy SID 7
con wy; =2.3-10'% rad/s e w9 = 4.1-10'% rad/s

1. Quante branche sono presenti? Di che tipo? Disegnare in forma schemat-
ica le curve di dispersione fononica nella Prima Zona di Brillouin. (3
punti)



2. Determinare i valori delle velocita del suono. (4 punti)

3. Determinare quanto vale la capacita termica per unita di volume a 7' = 350
K. (4)

4. Se la base fosse biatomica e la relazione di dispersione per la banda ottica
valesse 1.2 - 10'3 rad/s a centro zona, determinare quanto varrebbe la
capacita termica per unita di volume a 7" = 450 K. (4)

3 Esercizio 3

Sia data una catena monoatomica lineare disposta lungo ’asse  di passo reti-
colare a = 1.5 A. Su ogni nodo ¢ disposto un atomo bivalente.

- -,

1. Scrivere la forma esplicita delle bande E;(k) e E,, (k) in approssimazione
a tight binding per interazione a primi vicini da funzioni di tipo s e p,.
Siano Ey s = 1.3eV, Ey,, = 4.7eV, |vs| = 0.3eV, |y, | = 0.5¢eV. Si
trascurino tutti gli altri integrali di sovrapposizione. (5 punti)

2. Disegnare le bande di energia, determinare quanto vale ’energia di gap
a bordo e centro zona e lenergia di Fermi. Specificare se il materiale si
comporta da isolante o da conduttore. (5 punti)

3. Scrivere I’espressione della banda derivante da orbitali s nell’approssimazione
a secondi vicini. L’integrale di sovrapposizione tra secondi vicini vale
vs,2 = 0.1eV. Supponendo che la banda p rimanga invariata, specifi-
care nuovamente se il cristallo si comporta come un isolante o come un
conduttore. (5 punti)

4 Esercizio 4

Un semiconduttore intrinseco presenta gap diretta Eg = 1leV. Il potenziale
chimico si trova sempre a meta della gap proibita e una misura della densita di

portatori intrinseci fornisce n;(300K) = 10'2cm 3.

1. Determinare il numero di elettroni in banda di conduzione a T' = 450K e
la massa dei portatori di carica. (5 punti)
Il semiconduttore viene ora drogato con densita di donatori Ny = 1.2-10em 3.
L’energia di ionizzazione delle impurezze € di ¢ = 11.3 meV

2. Determinare in quale regime si trova il semiconduttore e il numero di
elettroni in banda di conduzione a T; = 25K. (5 punti)

3. Determinare con la massima precisione possibile il numero di elettroni in
banda di conduzione a T = 450K. (5 punti)

lum.a. = 1.67-10"%*g, K = 8.6167-107°eVK ™, h =4.136-10"'%eV s.



Soluzioni

Esercizio 1

. I vettori di base del reticolo diretto sono:

ﬂ:a:%
iy = by.

I vettori di base del reticolo reciproco sono:

(n-g
G2 = G-

I primi due vettori di reticolo reciproco in ordine crescente sono:

[V

- 2
Gl = _'1 = iia
a
- 2T a?2rw
G =0y = —{ = 77/\,
2T YTy
i cui moduli sono
- . 2T
Gi =Gl =g = —,
a
= . a
Gy = |Go| = |G2| = gGl
Altri due vettori sono
ézﬁl +Go
G =23

di modulo

L 27\ 2 27\ ? a\?2
G=li+al=\(T) +(F) =y1+(5) &

G =2|7| = 2G,.

Per determinare in che ordine vanno messi questi due vettori rispetto agli
altri si deve trovare il valore di a/b. Sfruttando l'informazione sul fattore
di impacchettamento e considerando che in questo caso Ryq = b/2

o YR 77D
A ab ab 4a
da cui 1
a 7
¢ 135
b 4 0.58



Infine

2
G =
a
Gy =1.35G,

Gs =191+ 92| =1.6G,

. Il generico vettore del reticolo reciproco e
G = Gy = hgi + kgs.
Essendo la base atomica dy = (0,0), il fattore di struttura del cristallo &

F(G)=NY_ fi(G)e 1Ch = N f.

Essendo il fattore di struttura sempre diverso da zero tutti le riflessioni
sono permesse. Ne segue che al terzo picco di diffrazione & associato il
terzo vettore di reticolo reciproco piu corto G:. Invertendo la formula per
la condizione di interferenza costruttiva

- (@)
|G;| = 4—Wsin (9 )

A 2

e utilizzando i valori noti di G e §(3)

- 2 4 6B
|Gﬂ:L6~J::W$n(>

A 2
si ottiene )
a:Lﬂ;——zaf=48A
2 Sin <?)
€ a
b=— =35A.
a/b

. Per calcolare il valore dell’ angolo al quale si osserva il picco di diffrazione
successivo si determina il vettori del reticolo reciproco ad esso associato,
il quarto vettore di reticolo piu corto e:

Gy =2G,

quindi 'angolo vale:

0 = 2 arcsin <)\G4> = 2arcsin <A2G1> = 77.4°
47 47




5.2 Esercizio 2

1. Il reticolo € bidimensionale e si muove in due dimensioni. Essendoci solo
un atomo di base, si osservano solo le bande fononiche acustiche: una
longitudinale, I'altra trasversale. A bordo zona la branca trasversale si
trova pilt in alto di quella longitudinale (w%; > w%;)

2. 11 valore del parametro reticolare si trova sfruttando la densita di massa.
In un reticolo quadrato come quello in esame sono presenti 4 atomi, uno in
ogni vertice e ognuno di essi e condiviso con altre quattro celle adiacenti.
Di consequenza il numero totale di atomi per cella risulta essere 4:-1/4 = 1.

Si ha
M

a2

0 % _ [ 6.0um.a. 904,
P 1.5um.a. A2

Date le relazioni di dispersione delle branche acustiche, si ha

p:

da cui

dwar, a

L 0 4

= = _—= 2'3 . 10 5

s da |q=0 wAL2 cm/s
dwar a

vl = aa o = ng§ =4.1-10" cm/s

3. Per capire che approssimazione si deve usare per calcolare la capacita ter-
S . ; L,T
mica, € necessario calcolare le temperature di Debye 6~ . Dalla formula

LT _ LT
hwp® = Kpbp

nell’approssimazione di Debye wp >~ vsqp, con qp vettore d’onda di De-
bye. In due dimensioni

wp A wD A w2
0 2 (w) dw 27rv§/0 W 212 2

con A area del campione cristallino. Dato che in ogni cella ¢’¢ un solo
atomo

ma in approssimazione di Debye si ha
22 _ 2
viqp = ndmvg,

da cui si ricave, infine, il vettore d’onda di Debye

V4
qgp =V4dnmn= T

a



Le due temperature di Debye risultano essere

hwl  hovlgp  holVar

0k = = = =31K

b KB KB KB a

gr Wb _hviap _hul VAT
Kp Kp Kp a

Risulta quindi che T'= 300K >> 91]5’T e si puo usare l'approssimazione
di Dulong-Petit per il limite classico. La capacita termica per unita di
volume, sara dunque data da

C 2
o= =2nKp=—5Kp =0.6erg / K cm?.

Supponendo la relazione di dispersione ottica costante e uguale al val-
ore del fonone ottico a centro zona, wor = 1.2 - 1013 rad/s, si stima la
temperatura di Einstein 0g

_ hwor

Op = =91 K.
E Ko 9

Quindi T = 450K >> GIL)’T,HE e si ¢ nel caso di alte temperature dove
tutti i modi sono attivati

co=2nKp+2nKp=12erg / K cm?.

Esercizio 3

1. Dato che l'interazione e limitata a primi vicini e che tali atomi si trovano

nelle posizioni R = =+a, si ha che
ES(E) = EO,S - Z’Yse_i E-R -
R
_ E07s — Vs (e—ikm(l + eikm (1) = E075 — 2')/8 CcoS (kw a).

Procedendo in maniera analoga per la banda associata agli orbitali p,., si
ottiene

Epm = E07pm - 271% Cos (km a’)

La sovrapposizione tra orbitali s é positiva mentre quella tra orbitali p, é
negativa, di conseguenze vs > 0 e v, < 0. Alla fine le bande di energia
avranno la forma

EG(E) =FEy s —2|ys| cos (ka),
Epm(E) = FEop, +2|7Vp,| cos(ka).



2.

Dal disegno delle bande di energia risulta evidente come il minimo della
banda s sia a centro zona e il massimo a bordo zona, mentre per la banda
Pz si ha il massimo a centro zona e il minimo a bordo zona. In particolare
a centro zona (k = 0) si hanno i EMIN = 0.7eV e EMAX = 5.7¢V, mentre

Pa
a bordo zona (k = +7/a) si hanno EMAX =1.9eV e EMIN —37eV. A

centro zona la distanza tra le due bande risulta essere ng AX _ pMIN —
5.0eV, mentre a bordo zona EMIN EMAX —1.8eV.

Essendo il cristallo composto da atomi bivalenti e la banda s quella a
energia piu bassa, si ha che tale banda risulta completamente occupata.
Il materiale si comporta quindi come un isolante. Dato che gli elettroni
riempono tutta la banda s fino al suo massimo, si ha che I’energia di Fermi
corrisponde al valore che ’energia di tale banda assume a bordo zona

Ep = E, (%) —1.9eV.

. Nella catena lineare i secondi vicini si trovano in R = +2a. La banda s

nell’approssimazione a secondi vicini diventa:

ES(E) _ EO,S — s (eika + e—ika) — Ye2 (eiQka + e—iQka) _
= FEys —27yscos(ka) —2ys2c08(2ka) =
= Ey,s — 2|vs| cos (ka) — 2|ys.2] cos (2K a)
11 cristallo si comporta ancora come un isolante, in quanto le due bande
non si toccano ed esiste ancora una gap non nulla (notare che ora i valori

massimi e minimi della banda s sono cambiati, e il massimo non si trova
pit a bordo zona).

Esercizio 4

1. In un semiconduttore intrinseco la concentrazione di elettroni in banda

di conduzione equivale al numero di lacune lasciate in banda di valenza:
n(T) = p(T) = ny(T), dove n;(T) & il numero di portatori intrinseci dati
dalla legge:

1 (2KpT\** . . Eq
R e e 0

Conoscendo la concentrazione di portatori intrinseci ad una temperatura
e il valore della gap di energia ci ricaviamo la concentrazione ad un’altra
temperatura:

Da cui si ricava:



450K\ */? Eq [ 1 1
ni(T' = 450K) = ni(T' = 300K) <300K> P [ 2K 5 (4501( SOOKH

da cui otteniamo: n;(450K) = 1.16 - 101°em 3.

La massa dei portatori di carica la otteniamo sfruttando il fatto che in un
conduttore intrinseco il potenziale chimico e dato dalla legge:

_ Ec(T) 3 m}

e che il potenziale chimico si trova sempre a meta della gap, si ha che le
masse efficaci dei due tipi di portatori sono uguali: m? = mj; = m*. La

massa efficace m* si ricava invertendo la (1) e utilizzando n;(T> = 300K):

OK 5Ty %2 Eg
4ny(T.
wim) (2222) e (e

. All’energia di ionizzazione possiamo associare una temperatura di ioniz-
zazione: KpTy = €g4:

T, =131K.

Possiamo vedere che a 77 = 25K siamo a temperature basse per cui il
semiconduttore ha comportamento estrinseco. In questo regime il numero
di elettroni liberi vale:

2/3
=43-107%Kg.

m’ =

w(T) = v/NeNef2exp [—2;ZT]

dove
1

2m*KgT
Ne(T) = 1 (B

3/2
-3 ) =6-10"%em 3,
Vs

Si ottiene quindi: n(25K) = 1.4-10"%cm=3.

. A T, = 450K abbiamo T, >> T,, quindi ci aspettiamo che tutti i liv-
elli donore siamo ionizzati: Nj = Ny = 10"em™3. Notiamo che, come
calcolato al punto 1, a questa temperatura la concentrazione di portatori
intrinseci sarebbe n;(450K) = 1.16-10*®em ™3, quindi i portatori intrinseci
e donori contribuiscono similmente al numero totale di elettroni in banda
di conduzione. L’equazione del bilancio di carica si scrive:

n(Tz) = p(12) + Nqg

Utilizzando ’equazione d’azione di massa:



(L) - p(T2) = ni(T2)

otteniamo:

n(Tz) = Na/2 + \/(Nd/2)2 + nf(Tz) =1.2-10%em =3



