Fisica della Materia Condensata.
Prof. Paola Gallo.
Prova del I appello di esame - 25 Gennaio 2023

Istruzioni - Esame completo: svolgere tutti e quattro gli esercizi in quattro
ore. Recupero del primo esonero: svolgere gli esercizi 1 e 2 in due ore. Secondo
esonero: risolvere gli esercizi 3 e 4 in due ore.

1 Esercizio 1

Un cristallo AB5 ha struttura fec e viene studiato con il metodo  delle polverl
I tre atomi che costituiscono la base sono individuati dai vettori d. A= 0 d B, =
2(1,1,1) e d32 = —¢(1,1,1). Tl fattore di forma dell’atomo A sia il doppio di
quello dell’atomo B.

1. Studiare il fattore di struttura del cristallo e determinare quali riflessioni
Sono permesse. (5 punti)

2. Determinare il rapporto tra le intensita dei picchi associati alle famiglie di
piani {1,1,1} e {1,1,3}. (5 punti)

3. 11 secondo picco si trova in corrispondenza dell’angolo 02 = 40°. De-
terminare la lunghezza d’onda della radiazione incidente se il parametro
reticolare del cristallo vale a = 6.2 A. (5 punti)

2 Esercizio 2

Una catena lineare biatomica e disposta ed & libera di muoversi lungo l’asse z.
Siano M4 = 15 um.a. e Mp = 28 u.m.a. le masse degli atomi nella catena,
p=13-10 um.a. - m~! la densita lineare di massa e C = 12 - 10® dyne - cm~*
la costante di forza.

1. Ricavare la relazione di dispersione in approssimazione armonica e per
interazione a primi vicini. Determinare i valori a bordo e a centro zona e
disegnare le curve di dispersione fononica nella Prima Zona di Brillouin.
(5 punti)

2. Determinare la temperature di Debye. (5 punti)



Supponendo ora di avere un solido con reticolo cubico con base biatomica, di
densita p =3¢/ cm® e avente il parametro reticolare e la temperatura di Debye
calcolati ai punti precedenti:

3. Determinare la capacita termica per unita’ di massa a 7' = 800 K. (5
punti)

3 Esercizio 3

Gli stati elettronici di valenza di una catena lineare monoatomica con N= 10%°
siti, di passo reticolare a = 0.25 nm e disposta lungo I’asse z, sono ben descritti
da due diversi orbitali su ciascun sito della catena. La banda che chiameremo
A si origina da sovrapposizione di orbitali di tipo s e la banda B da orbitali
di tipo p,. Gli atomi della catena sono bivalenti. Utilizzando il modello del
legame forte limitando 'interazione a primi vicini, trascurando gli integrali di

sovrapposizione « e considerando 4 = —1 eV e g = 4 eV y4 = 3 eV e
v = —1eV:
1. Scrivere le espressioni delle due bande E4(k) e Ep(k) e tracciarne un
grafico approssimativo. (5 punti)
2. Si determini l'energia di Fermi Ep del sistema. (5 punti)

3. Indicare gli stati elettronici occupati su ciascuna banda e si stabilisca se
il modello ha comportamento metallico o isolante. (5 punti)

4 Esercizio 4

Si consideri un semiconduttore drogato di tipo n con soli atomi donori. In tabella
sono riportati i valori della concentrazione dei portatori maggioritari n del cam-
pione misurati a quattro diverse temperature e i dati della concentrazione di
portatori intrinseci n; misurati a tre temperature.

T [K] 100 200 400 500 1000
njem=3] [ 2.107 [ 210 - 2-101 [ 2. 102
n; [em=3] - - 2107 [ 2-101° [ 2. 1012

1. Spiegare 'andamento di n in funzione della temperatura e calcolare ’energia
della gap e il drogaggio del semiconduttore. (5 punti)

2. Calcolare la concentrazione di lacune p a T' = 400 K. (5 punti)

3. Calcolare la conducibilita totale del semiconduttore o a T = 400 K, sapendo
che la massa efficace degli elettroni & m? = 7.72- 10732 kg e il loro tempo
medio di scattering € 7 = 0.1 ps. (5 punti)

luma. = 1.67-10"%*g, K = 8.6167-107°eVK ™", h =4.136-10"'%eV s.



5.1

Soluzioni

Esercizio 1

. In un cristallo fec i vettori di base del reticolo reciproco sono:

Ga="T(+3 -5+
Go=m(42 402
11 fattore di struttura del cristallo ¢ dato d

F(@) =N fi(@)e i,
Calcoliamo separatamente i prodotti scalari G- J; per i diversi vettori di
base. Dato che
G=hgi+ko+1g=
2
= %[(7h+k+l):ﬁ+(+hfk+l)g)+(+h+kfl)2},

otteniamo
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: 3=—g(h+k+l)-

Q.

Infine,
F(@) = [fA + fpe i3 (Rt 4 el%(h+k+l)] _
:N{fA+2fBCOS {g(h—i—k—i—l)}} =
:fAN{1+COS E(h+k+l)]}.

Di conseguenza

2N fa, sef(h+k+1)=2nm = h+k+1=4n,
F(G)={Nfa, seZ(h+k+1)=T+nr—h+k+l=2n+1,
0, sey(h+k+l)=7m+2nt = h+k+1=2(2n+1).

Come si puo vedere, alcune delle riflessioni non sono permesse.

. Aipiani {1,1, 1} ¢ associato il vettore 6(17171). Dalle regole appena trovate

per il fattore di struttura si vede che tale riflessione € permessa e I'intensita
del picco associato ¢

Iy < |F(Gaan)? = (Nfa)2



5.2

Analogamente, per i piani della famiglia {3,1,1} si ha

Ig a0y o< [F(Gaan)l? = (Nfa)>.
Il rapporto delle intensita risulta quindi essere

Ian

1.
I31,1)

Al secondo picco ¢ associato il vettore Gs. Infatti G ¢ associato alla rif-
lessione dei piani della famiglia {1, 1,0}, ma tale riflessione non & permessa
per le regole trovare al punto 1.

Si ha dunque

5 L R 4
G?) =g +92 +2.g3 = ?(171a0)5

I1 cui modulo vale 4
- T
|Gs| = —Vv2.
a

Invertendo la formula per la condizione di interferenza costruttiva

si ottiene A =154

Esercizio 2

. Per ricavare la relazione di dispersione scriviamo le equazioni del moto in

approssimazione armonica e per interazione a primi vicini per i due atomi:

M piiy, = —C(2up, — Uy — Vp—1) (1)
Mg, = —C(2v, — Uy — Upt1) (2)

dove C e la costa di forza tra due atomi. Le soluzioni sono onda piane
della forma:

up = Ay expi(gna — wt) (3)

vy, = Agexpi(g(na + d) — wt) (4)

dove a ¢ la distanza tra due atomi uguali e d tra due atomi di tipo diverso.

Sostituendo (3) nell’equazione (1) e (4) nell’equazione (2) e imponendo
uguale a zero il determinante dei coefficienti di A; e Ay troviamo la re-
lazione di dispersione:



O(Ms+Mg)  C
MyMp MsMp

W2 (q) = \/M3 4+ M3+ 2MAMg cos(qa)  (5)

a centro zona si ha

W (@)] g = wac(@)],_y =0 (6)
M+ M
wi()],_o = wor(a)],_, = 2CW =12.1-10"%rad/s  (7)
a bordo zona si ha
2C
wor(4)| —s s =/ 37, = 98- 10" rad/s (8)

2C
u}Ac(Q)!q:jcg = \/M73 =7.2-10"%rad/s (9)

. Possiamo ricavare la 8p dalle relazioni:

th = KBQD

WD = Vs (4D,

dove gp puo essere ottenuto dalla approssimazione di Debye che eguaglia
il volume della prima zona di brillouin a quello di una sfera di raggio ¢p.
In una dimensione:

27

™
2qp=— — qp = —.
a a

La velocita del suono si ottiene dall’andamento lineare della branca acus-
tica a piccoli valori di q:

wac( 0) ~ ¢ a="v — Vg = ¢
AR BN o My + Mp) 1071 * T\ 2(Ma + Mp)

(10)

dove la costante reticolare a si puo calcolare tramite la densita lineare di
massa p

a



Ma+ Mp My + Mp
p = E— a _— =
a
e, di conseguenza, v,=853 m/s.

Si ottiene quindi

hwp hvsqp hogm
HD: f— =

= =79K
KB KB KBa

Sono presenti 3 branche acustiche e 3 branche ottiche, a T' = 800K si &
in regime di alte temperature, quindi entrambe le branche contribuiscono
alla capacita termica data dalla legge di Dulong-Petit, per un totale di 6N
modi:

Cy(T3) N

MO

Kp=094JK g™t

Esercizio 3

1. Le due bande sono:

Ea(k) =84 —2yacos(ka) =1 —6cos(ka) (eV)
Ep(k) = Bp + 2vp cos(ka) = —4 + 2 cos(ka) (eV)
Per la banda A: il minimo vale S84 —2v4 = —5 eV eil massimo S+2v4 =7

eV. Per la banda B: il minimo vale g — 2yg = —6 eV e il massimo
BB + 27 = —2 eV. Le bande risultano quindi sovrapposte.

. Nel caso di catena bivalente, entrambe le bande saranno parzialmente

piene. Per calcolare I'energia di Fermi procediamo col conteggio degli
stati occupati che dovranno uguagliare il numero di elettroni del sis-
tema (2N), gli elettroni in banda A occuperanno stati con quasimomento
nell’intervallo (—k1; +k1), quelli in banda B negli intervalli (=7, —k2) e
(ko; =)

2 s

2N = o [2k1 4+ 2(Z — ky)] (11)

A
Sostituendo L = Na, si trova che ko = k1. Poicheé 'energia di Fermi del
sistema & unica, deve essere Er = E4(k1) = Ep(k1), ed & pertanto quel
valore per il quale le bande si incrociano:

1 —6cos(kia) = —4+2cos(kia) — cos(kia) = —5/8 (12)

da cui:

by = arccos(5/8) 089 (13)
a a

Ep =275 eV (14)



3.

5.4

. Per la legge della massa d’azione si ha che: p(400) =

Gli stati occupati sono dunque in banda A nell’intervallo (—%; —i—%) e
in banda B negli intervalli (—Z,—%82) ¢ (289, 1)

a’ a ’a

Il comportamento della catena ¢ metallico a causa della struttura a bande
sovrapposte.

Esercizio 4

. Se grafichiamo i dati in tabella in funzione di 1000/T e in scala logaritmica

si osserva una prima pendenza del grafico che corrisponde al regime ad alte
temperature, in tale regime il semiconduttore drogato si comporta come un
intrinseco, confermato dalla coincidenza dei valori misurati per i portatori
intrinseci a tali temperature. La pendenza ¢ proporzionale all’energia della
gap. Il valore dei portatori maggioritari tra 7' = 500K e T' = 1000K ¢
costante, questo segna il passaggio al regime di temperature intermedie in
cui la concentrazione di elettroni n non varia con la temperatura ed e pari
al drogaggio. A temperature T = 200 K inizia la seconda pendenza del
grafico, proporzionale all’energia di ionizzazione dei donori, in tale zona il
semiconduttore lavora in regime di basse temperature.

L’energia della gap si trova dalla pendenza della prima parte del grafico

(regime ad alte temperature), considerando n(T) ~ T3/2exp [72153-‘771 .

Valutando in due punti che appartengono al regime intrinseco (T=500K
e T=1000K), possiamo estrarre il valore di E,:

. E .
In[(2-10'2/2-10%) - (500/1000)%/2] = fﬁ 21073 (1 - 2)K ™1
b
da cui risulta F; = 0.61eV. Il drogaggio ¢ pari al valore del plateau
nel grafico, corrispondente al regime di temperature intermedie: Np =
2109 em=3.
n?(400)
n(400)
18 «
riportati in tabella, per cui si ha: p(400) = % em™3 =2-108ecm™? <«
n(400).

. I valori sono

A T = 400K la conducibilita sara dovuta principalmente ai maggioritari,
poiché p(400) < n(400). Di conseguenza si ha
ne’r

" =
e

6.63-1074Q tm™!

oc=nep=



