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Fononi e calori reticolari

Esercizio 1

Si consideri una catena lineare biatomica. Calcolare le relazioni di dispersione per le bande fono-
niche w = w(g) nel caso i due atomi 1 e 2 abbiano la stessa massa M; = My = M, ma le costanti
di forza C e K tra gli atomi primi vicini dipendano dal fatto che la loro separazione sia d o (a — d),

dove a ¢ il passo della catena (vedi disegno). Discutere i casi limite dei fononi di centro zona

(¢ =0) e bordo zona (¢ = Z).

a
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Esercizio 2

In una catena lineare di passo a = 2.5 A, la velocita del suono per un’onda longitudinale & 10°

cm/s. Calcolare:
1. la pulsazione di un’onda sonora di lunghezza d’onda A = 20 A;
2. la temperatura di Debye della catena;

3. il contributo del modo di cui sopra all’energia interna per unita di lunghezza della catena a
T=600 K.

Esercizio 3

Gli atomi di una catena lineare monoatomica (M=16 uma) disposta lungo l'asse Z, possono

muoversi nel piano zy sotto l'effetto di un potenziale elastico del tipo:
1 n n+1 2 n n+1 2
V=g 2 o ) 6 () — ]

dove a = 38 = 1.66 - 10* dyne/cm ed n & I'indice che scorre sugli atomi della catena.



1. Determinare le relazioni di dispersione dei modi della catena lineare per le diverse polarizza-

zioni.

2. Calcolare per ogni modo la frequenza di vibrazione a centro e bordo zona.

Esercizio 4

Un cristallo con reticolo cubico semplice ha parametro reticolare @ = 1.5 A ed una temperatura di
Debye ©p = 150 K.

1. Calcolare la capacita termica reticolare per unita di volume ¢,y a T =30 K ea T = 700 K.

2. Ricalcolare il punto 1 nel caso il cristallo abbia due atomi per cella cubica.

Esercizio 5

Lo stagno cristallizza in una struttura FCC con parametro reticolare di cella, misurato a T = 0 K,
ap = 6.384 A. E’ noto che la temperatura di Debye dello stagno & ©p = 260 K e che il parametro

reticolare si espande secondo la legge a(T) = ag(1 + aT) che si assume valere fino a 1000 K.

1. Calcolare il coefliciente di dilatazione « sapendo che la velocita del suono nello stagno e
vs = 3527 m/s a T = 150 K.

2. Calcolare la capacita termica reticolare per unita di volume a T = 50 K e T = 500 K.

Esercizio 6

Una catena lineare biatomica ¢ disposta lungo lasse & ed ha passo reticolare a = 3 A. Sapendo
che nella cella primitiva gli atomi sono indivituati dai due vettori di=0edy= g, che gli atomi
hanno massa uguale (M = 21 uma) e che le costanti di forza valgono 8 = 5 Nm~! quando la

separazione tra due atomi primi vicini vale a/3 e v = 1 Nm~! quando vale 2a/3,
1. Trovare i moti ionici a ¢ > 0.

2. Determinare la velocita del suono v, il vettore d’onda di Debye kp e la temperatura di Debye
Op.

Esercizio 7

Un cristallo ha struttura cubica semplice con parametro reticolare @ = 4 A. Sapendo che le leggi

di dispersione per fononi acustici e ottici sono date da:

hwae = 8- 10 3 sin (&) eV

2

Fwee = 7.5-1072 eV

1. Determinare la velocita del suono vy, il vettore d’onda di Debye kp e la temperatura di Debye
Op.

2. Determinare la capacita termica Cy (T) nel modello misto Debye-Einstein.



Esercizio 8

Si abbia 1 cm® di Argento (107 uma) alla temperatura di 10 K. Nell’approssimazione di Debye,
trovare la capacita termica per unitd di massa sapendo che la velocita del suono & 2.5 - 10° cm/s.

L’Ag ha reticolo FCC con parametro reticolare a = 4.07 A (lato della cella cubica).

Esercizio 9

Un cristallo ha struttura BCC. La capacita termica per unita di volume nel limite classico &
cy = 1.32-10% Jm—3K~!. La temperatura di Debye del cristallo vale © p = 90 K. Quanto vale la

distanza d tra primi vicini? Quanto vale la velocita del suono vs 7

Esercizio 10

Un solido che cristallizza in una struttura cubica a corpo centrato (BCC) con lato del cubo a = 4.0
A e base biatomica, presenta i seguenti modi fononici, triplamente degeneri:
Wae = 88 sin (%) em ™!

wer = 180 cm ™!

1. Determinare la temperatura di Debye del solido.
2. Trovare il calore specifico ¢, a T =10 Ke T = 700 K.

Giustificare i modelli e le approssimazioni utilizzate.

Esercizio 11

Si assuma che un cristallo di litio metallico venga cresciuto mescolando in uguali proporzioni i due
isotopi Li® e Li?. Si ottiene un reticolo cubico semplice, con lato del cubo a, nel quale i due isotopi
sono regolarmente alternati nelle tre direzioni dello spazio. La densita del cristallo e p = 0.747
g/cm®. La dispersione della branca acustica triplamente degenere & wq. = Asin (%) e il numero
d’onda del fonone ottico a centro zona ¢ v = 318 cm™!.

1. Ricavare le pulsazioni ottica e acustica a bordo zona.
2. Ricavare la velocita del suono v,

3. Ricavare la capacita termica a volume costante del solido per unita di volume a T =3 K e
a T = 600 K, assumendo che il vettore d’onda di Debye sia ¢p = 1.057/a.

La massa media di un nucleone & m = 1.67-10~%* g.



Esercizio 12

Un solido di cella primitiva cubica con spigolo della cella a = 3.2 A, ha le tre branche acustiche

descritte da (T = trasverso, L. = longitudinale):

]

war = whypsin (4) con Wi =4.2-10'2 rad/s
war = wYy sin (%) Wwq; =3.9-10'2 rad/s

1. Calcolare la capacita termica Cy (T) del solido per T' << ©p e discutere I'applicabilita del

modello.

2. Quando varrebbe la capacita nel caso la cella unitaria fosse BCC o FCC, sempre di costante

reticolare a?

Esercizio 13 - Es. 2 Esonero I AA 2014/2015

Si abbia una catena lineare biatomica formata da un atomo A di massa M4 ed un atomo B di
massa Mp = 16 uma. Questi atomi sono separati di a/2 e sono disposti lungo 1’asse &. Le costanti
di forza sono uguali e l'interazione € a primi vicini. Si ricorda che per questa catena le frequenze

2 _ 2C 2 _ 2C
a bordo zona valgono w*® = §7- e w” = 7.

1. Se il rapporto tra la frequenza ottica e quella acustica a bordo zona e 1.5, quanto vale la
massa M 4?7 Sia My > Mp.

2. Quanto valgono le frequenze acustica ed ottica a bordo zona se la costante di forza C' = 2000

dyne/cm?

3. Se la densita lineare di massa vale p = 20 - 1019 uma/m, quanto vale la velocita del suono v

in questa catena?
4. Trovare wp, gp e la temperatura di Debye ©p.

5. Stimare la capacitd termica a T=10 K e T=800 K se la catena & formata da N=10%* atomi
di tipo A e N=10?* atomi di tipo B. Usare a bassa temperatura il modello misto di Debye-
Einstein. Stimate la temperatura di Einstein dall’energia del fonone ottico a bordo zona e
utilizzate la seguente formula per scrivere la capacita termica dovuta a N modi nel modello
di Debye:

3
Deb, 4 _4 T
CPP¥e(T) = 474 N K (@)

Esercizio 14 - Es. 2 Appello I AA 2014/2015

Si abbia una catena lineare biatomica formata da un atomo A di massa M4 ed un atomo B di
massa Mp = 16 uma. Questi atomi sono separati di a/2 e sono disposti lungo 1’asse &. Le costanti
di forza sono uguali e I'interazione ¢ a primi vicini. Si ricorda che per questa catena le frequenze

2 _ 2C 2 _ 2C
a bordo zona valgono w® = 7+ e w” = §1=.

1. Se il rapporto tra la frequenza ottica e quella acustica a bordo zona e 1.5, quanto vale la
massa M 4?7 Sia My > Mpg.



2. Quanto valgono le frequenze acustica ed ottica a bordo zona se la costante di forza C' = 2000

dyne/cm?

3. Se la densitd lineare di massa vale p = 20 - 101Y uma/m, quanto vale la velocita del suono v,

in questa catena?
4. Trovare wp, gp e la temperatura di Debye ©p.

5. Stimare la capacitd termica a T=10 K e T=800 K se la catena & formata da N=10%* atomi
di tipo A e N=10?* atomi di tipo B. Usare a bassa temperatura il modello misto di Debye-
Einstein. Stimate la temperatura di Einstein dall’energia del fonone ottico a bordo zona e
utilizzate la seguente formula per scrivere la capacita termica dovuta a N modi nel modello
di Debye:

3
CPM(T) = 4x'N K (&)

Esercizio 15 - Es. 2 Appello IT AA 2014/2015

Un solido isotropo di densitd p = 5 g/cm® ha un reticolo cubico semplice di lato a. La base &
biatomica ed e costituita da un atomo di massa M; = 3 uma e da un atomo di massa My = 12
uma che si alternano a distanza a/2 1'uno con laltro lungo i lati del cubo. Una misura della velocita

del suono fornisce il valore vs = 4.8 - 105 cm/s.
1. Trovare la frequenza dei modi ottici a centro zona.

2. Calcolare la capacita termica del solido per unita di massa a 30 K utilizzando il modello di

Debye, specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.

3. Calcolare la capacita termica del solido per unita di massa ad una temperatura molto maggio-

re della temperatura di Debye, specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.

Esercizio 16 - Es. 2 Esonero I AA 2015/2016

Un solido anisotropo ha reticolo fee con lato della cella cubica a = 2 A. La base & costitui-

ta da un unico atomo posto su ogni nodo del reticolo. La relazione di dispersione del mo-

do acustico longitudinale & wr(q) = wpsin (%) , quella dei modi acustici trasversali degeneri &

wr(q) = wo [sin (%) + sin(ga)]. Si sa inoltre che wy = 1.52- 102 rad/s.
1. Trovare le velocita del suono nel solido;
2. calcolare le temperature di Debye del sistema;
3. calcolare la capacita termica reticolare per unita di volume, ¢,, a 5 K e a 800 K.

4. Come cambierebbe a 800 K la capacita termica reticolare per unita di volume se il solido

avesse base biatomica?

Si ricorda che la velocita del suono e definita come il limite per ¢ — 0 della velocita di gruppo dei

fononi. e che il contributo vibrazionale della i-sima branca acustica alla capacita termica reticolare

, 3
per unitd di volume nel modello di Debye ¢ ¢ (T) = $n*nKp (®Ti ) ,conn = N/V dove N ¢ il
D

numero di atomi del campione e V il suo volume.
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Esercizio 13 - (I Esonero I AA 2014/2015)

Si abbia una catena lineare biatomica formata da un atomo A di massa M4 ed un atomo B di massa
Mp = 16 uma. Questi atomi sono separati di a/2 e sono disposti lungo l'asse . Le costanti di forza
sono uguali e I'interazione € a primi vicini. Si ricorda che per questa catena le frequenze a bordo zona

2 _ 2C 2 _ 2C
valgono w* = iy W =G

1. Se il rapporto tra la frequenza ottica e quella acustica a bordo zona ¢ 1.5, quanto vale la massa
Ma? Sia My > Mp.

2. Quanto valgono le frequenze acustica ed ottica a bordo zona se la costante di forza C' = 2000

dyne/cm?

3. Se la densita lineare di massa vale p = 20 - 10'° uma/m, quanto vale la velocita del suono v; in

questa catena?
4. Trovare wp, gp e la temperatura di Debye ©p.

5. Stimare la capacita termica a T=10 K e T=800 K se la catena ¢ formata da N=10?* atomi di
tipo A e N=102* atomi di tipo B. Usare a bassa temperatura il modello misto di Debye-Einstein.
Stimate la temperatura di Einstein dall’energia del fonone ottico a bordo zona e utilizzate la

seguente formula per scrivere la capacita termica dovuta a N modi nel modello di Debye:
Debye 4,4 T 3
O’U Y (T) = gﬂ' NKB (@)

Soluzione

PUNTO 1
Poiché M4 > Mpg, a bordo zona si ha:

2C
2C

Dal rapporto possiamo trovare la massa M 4:

M
wor _  JZA 15 — My = (1.5)2 M = 36 uma
wAC Mp
PUNTO 2

Le frequenze a bordo zona:

2C 2-2000 dyne/cm 13
N —1.23-10" rad
wor =\, \/16-1.66-10—24g 3+ 10% rad/s
oT

wac = “1—5 = 0.82 103 rad/s

24



PUNTO 3

La velocita del suono si trova dallo sviluppo per piccoli ¢ del modo acustico:

Vg = La/
s Z(MA-FMB)

M M M M 1
(Ma + Mp) N A+ Mp _ (36 + 16)uma —96A
a P 20 - 10%uma,/m

a si ricava dalla densita:

troviamo la velocita del suono:

2000dyne/cm
.= 2.6 A =885.0
v \/2(36 116)-1.66 - 10-21g m/s

PUNTO 4
Se indichiamo con N il numero di celle primitive e con L la lunghezza della catena lineare, per

quest’ultima abbiamo N = L/a modi acustici. Utilizzando la densita degli stati si ha:

wb e L N
N = D(w)dw = / dw = wp = awD
0 0o TUs TV TV
Semplificando N, troviamo la frequenza di Debye:
™ 13
wp = —vs = 1.07- 10" rad/s
a
Dalla:
hwp = Kplp = hvsqp (1)

Calcoliamo gp e 0p:

w _
gp="2 T _ 197"
Vg a

_ b _ 1054 10734 s
T Kp 7 138-100%J K !

Nel modello di Debye si approssima la prima zona di Brillouin con una sfera di raggio qp di pari

) 1.07- 10" rad/s = 81.7 K

volume: in 1D questa non ¢ piu un’approssimazione e gp € proprio uguale a meta zona di Brillouin.
Cioe per i modi acustici dobbiamo contare tutti gli ¢ fino a bordo zona. Nell’esercizio si poteva anche

trovare direttamente il q¢p tramite:
27 T
2e=— = qp=—
a a
e poi utilizzare la per trovare wp e Op.

PUNTO 5
Per questa catena descriviamo gli N modi acustici come N oscillatori di Debye e gli N modi ottici
come N oscillatori di Einstein.

A T=10 K possiamo usare I'espressione della capacita termica a volume costante per T' << Op

per N modi acustici:

25



Gli N modi ottici si possono trattare col modello di Einstein. Stimiamo wg dalla frequenza ottica a

bordo zona (come suggerito nel testo dell’esercizio):
wp = wor(r/a) = 1.23 - 10" rad/s

Alla quale corrisponde una temperatura di Einstein 0g:

h 1.054 - 10734 s
hogp = Kpbp = 0p = —wp =
B meuE B K P T 13810 BJ K !

12.3-10" rad/s = 93.9 K

Il contributo degli N modi ottici Aé, nel modello di Einstein:

fiwg )2 ehwr/KpT 0 2 ef5/T
( (

E _ — _— -
Cy(T)=NKp (KBT ehwe/KpsT _ 1)2 =NKg ( T efe/T —1)2

La temperatura di Debye e quella di Einstein non sono molto lontane, per cui a T=10 K dobbiamo
considerare entrambi i contributi alla Cy,. La capacita termica totale sara dunque la somma dei due

contributi:

Cy(10K) = CP(10K) + CE(10K)
4,7/ 10\> [937\? e937/10
= NEs (57T (81.7) +< 10 ) (937710 — )2
=10%*-1.38-1072* J K '(1.43- 107 +0.07-1071)

=(1.97+0.10) JK!
=21JK!

temperature maggiori.

Ad alta temperatura possiamo utilizzare la legge di Dulong e Petit per 2N oscillatori:

Cy(T)=2NKp=2-10**-1.38-1073J K ' =276 JK*

26



Esercizio 14 - Es. 2 AppelloI AA 2014/201

Un metallo di valenza 3 ha una struttura cubica semplice con base monoatomica e una densita
elettronica ne = 3.66 - 1022 m~3. Le tre branche acustiche (una longitudinale e due trasverse) sono
descritte dalle seguenti leggi di dispersione:

. [(4a
war(q) = WYy sin (5)

. qa
war(q) = wyp sin (3)

Dove la T indica il modo trasverso, la L il modo longitudinale e w%; = 2.4-10'? rad/s. La temperatura
di Debye del modo trasverso vale ©F = 45.7 K.

1. Trovare la costante reticolare a e il vettore d’onda di Debye.
2. Trovare i valori delle velocita del suono.

3. 1l contributo dei fononi alla capacita termica per unita di volume del solido, misurata a bassa

temperatura e a volume costante, segue ’andamento in temperatura:
c,(T) = BT?
Dire quanto vale § e calcolare il valore della costante B e di ¢, a 1 K.
Soluzione
1. Gli atomi del sistema sono trivalenti, quindi la densita atomica ng; e:
1 1 29 -3 29 3
Nat = = Nel = 53.66~10 m °=1.22-10""m

3

inoltre per il reticolo SC, se a ¢ il lato della cella cubica: Troviamo il vettore d’onda di Debye
kp : kp = /6720y = 1.93- 1010 m~1.

2. Dalla definizione di velocita del suono si ha:

. dwar, a 2.10"1%m _
szil_%( da ) :5%:?2.4-101% 1 =240 m/s

Dalla temperatura di Debye del modo trasverso ricaviamo wvp:

o Kp®© 1.38-107% 457
"7 "h kp  1.054-10-3%1.93- 1010

m/s =310 m/s

3. In generale ¢, ¢ la somma del contributo elettronico (~ T') e del contributo reticolare (~ T -

modello di Debye). Pertanto nel contributo reticolare si ha 8 = 3.

Nel modello di Debye, ogni modo apporta al ¢, reticolare un contributo di %ﬂA’I’LatKB (T/Op)3;il

nostro cristallo possiede 1 modo longitudinale e 2 trasversali con temperature di Debye differenti

LVersione senza calore specifico elettronico

27



(0L e ©T), per cui il ¢, reticolare si scrive come:

2 KL T 1 2
T3=_—_p?— 8| — 4+ = |7%=BT13
157T h‘3 ’UL3 + UT‘3

Per confronto otteniamo il valore della costante B:

1 2 } 2, (1.38-10723)4 [ 1 2
™

2 K4
= 15 —34\3 3 T 3
(1.054-10-34)3 | 240% ' 310

B=— - 4+ =
157T h3 |:1JL3 ’UT3

] J/m3K* = 5.7-10° J/m3K*

e il valore del ¢, a 1 K:

co(1 K) =5.7-10* J/m*K*(1 K)® = 5.7-10* J/m*K

28



Esercizio 15 - Es. 2 Appello IT AA 2014/2015

Un solido isotropo di densitd p = 5 g/cm?® ha un reticolo cubico semplice di lato a. La base &
biatomica ed ¢ costituita da un atomo di massa M; = 3 uma e da un atomo di massa My = 12 uma
che si alternano a distanza a/2 'uno con laltro lungo i lati del cubo. Una misura della velocita del

suono fornisce il valore vs = 4.8 - 105 cm/s.
1. Trovare la frequenza dei modi ottici a centro zona.

2. Calcolare la capacita termica del solido per unita di massa a 30 K utilizzando il modello di

Debye, specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.
3. Calcolare la capacita termica del solido per unita di massa ad una temperatura molto maggiore
della temperatura di Debye, specificando quali modi contribuiscono a questa temperatura.
Soluzione

1. La frequenza dei tre modi ottici (degeneri) a centro zona ¢ data da: wo = 4/2C (1%{1 + 1\/%)

La costante di forza C si ricava invertendo la formula della velocita del suono vs = a, / m,

la cui unica incognita ¢ il paramentro reticolare a (che si ricava dal dato della densita). Per cui:

1/3 . 10-24 1/3
a(MﬁMz) = <15 L6610 g) =1.71-107% cm

P 5 g/em’

0\ 2 48-10° 2
C = 2(M, + M) (%) =2.15-1.66- 10" g (M) =3.9-10* dyne/cm?
\ ) 1 11 o
wo = [2+ (8.9-10" dyne/em®) Too 1075 (3 T 13) = 140 10" rad /s
1/3
2. In 3D, la frequenza di Debye e: wp = Vs (@)

La temperatura di Debye ¢ quindi:

hop b (6x2N\Y®  1.05-107%7 48-10° . —
= — = —/ Vg _— g K: K
o0 =%, KB”< v ) 138-10 16 1.7-105 0" 78

Indicando con M la massa del solido, la capacita termica per unita di massa ¢ (T) nel modello

di Debye (consideriamo solo i 2N modi acustici) risulta essere:

Co(T) 12 , N T\® 12 1 T\ 12 , 1 T\*
Mry==222) = 20t K — ) ==7* = —Kp|— | ==7* —Kp | —
e (T) M 57T ME ©p T a® pV B ©p 57r ap B Op

cM(30 K) =8.67-10% erg K~ 'g™!

| <

w

3. Ad alta temperatura contribuiscono anche i 3N modi ottici, quindi per valutare ¢ (T') usiamo
il modello di Dulong-Petit per 6N oscillatori:
M 1 Kp 6 1.38-1072 J/K 7 1
¢, (T)=6NKp— =6—— = =331-10" erg K™ g

M a’p  (1.71-10-8 cm)3 5g/cm®
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