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1 Funzione di una variabile: R — R

1.1 La retta secante

Supponiamo di avere una funzione f(z) come quella rappresentata nel grafico sottostante e vo-
gliamo calcolare la retta s passante per due suoi punti A e B: tale retta & la retta secante! ed &
rappresentata in blu nel grafico.
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Figura 1: Retta secante tra due punti A e B di una funzione f(x)

Supponiamo che le coordinate del punto A siano:

A = (z0, f(20)) (1)

ovvero la coordinata x 4 € un valore fisso g mentre la sua coordinata y4 sara il valore della funzione
f(z) calcolato in quel punto ya = f(xa) = f(xo).
Le coordinate del punto B saranno invece:

B = (xg + Az, f(zo + Ax)) (2)

ovvero la coordinata z g ¢ pari alla coordinata x 4 aumentata di un incremento Az mentre la coor-
dinata yp sara il valore della funzione f(z) calcolato in quel punto yg = f(zg) = f(xo + Ax).

Di conseguenza l'incremento della variabile indipendente Ax tra il punto A e il punto B sara
pari alla differenza tra xp e x4:

Ax=xp —x4 =20+ Az — 9 = Az (3)

In modo analogo, 'incremento della funzione A f tra il punto A e il punto B sara pari alla differenza
tra f(zp) e f(za):
Af = f(z) = f(za) = f(zo + Az) — f(x0) (4)

1dal latino secare cioe tagliare in due: la retta secante passa per due punti, interseca la funzione in due suoi
punti
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Possiamo allora andare a calcolare I’equazione della retta secante s passante per i punti A e B che
sara del tipo:
Y —ya=ms(r —z2a) (5)
dove con mg abbiamo indicato il coefficiente angolare della retta s.
Ora il coefficiente angolare & definito dall’incremento lungo 'asse y rispetto a quello lungo I'asse
Y
B — YA
m,= I8 Y4 (6)
Ip —TA

Ricordandoci come abbiamo espresso le coordinate dei punti A (eq.1) e B (eq.2):

me = f(:EO + AS(}) B f(ﬂ?()) (7)

(xo + Az) — x¢

Tenendo infine presenti le definizioni degli incrementi lungo 1'asse z (eq.3) e y (eq.4):

_ flwo+Az) — f(zo) _ Af
T (wo+Az)—20 Az

(8)

A prescindere ora dall’espressione che la retta secante avra una volta sostituito il valore di my
nell’eq. 5, cio che ci interessa € l'espressione di myg: il coefficiente angolare della retta secante e
pari al rapporto tra I'incremento della funzione A f tra i punti zg e o + Azg e 'incremento della
variabile indipendente Azx.

Infine possiamo vedere che si puo legare il coefficiente angolare all’angolo che la retta forma con

I’asse delle ascisse.
GYN
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Figura 2: Si pud determinare ’angolo che la retta secante forma con I'asse delle ascisse

Notiamo che I’angolo BAC ¢ uguale all’angolo BHD in quanto generati da una retta tagliata
da due parallele (angoli corrispondentt).

Ora: _
~ . BC Af
tan BAC = ﬁ = rx (9)
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Per la congruenza degli angoli, allora anche la tangente dell’angolo BHD sara uguale alla tangente
dell’angolo BAC.
Quindi: R R
BHD = BAC — tan BHD = tan BAC (10)
L’angolo BHD ¢ proprio I’angolo che la retta secante s forma con ’asse delle x; detto « tale angolo,
allora avremo che:
Af

tana = —= = my (11)

Az

Quindi il coefficiente angolare della retta secante (ed in generale di una qualsiasi retta) ci da
un’ulteriore informazione: ’angolo che la retta forma con 'asse delle ascisse.

1.1.1 Esempio

Consideriamo ad esempio la funzione f(z) = 2?2, il punto A = (zg, f(x0)) = ( f(3)) = (3,9)
e un incremento Ax = 2: di conseguenza il punto B avra coordinate B = (zg, f(xg + Ax)) =
(3+2,f(3+2) = (5,25).
GYN
(3
£69= 2
> %
Figura 3: Retta secante per A e B alla funzione f(z) = 2°
Allora il coefficiente angolare della retta secante per A e B sara (eq.7):
_f@o+Az)— flzo)  fB+2)-f) _25-9
ms = = = =3 (12)
(xo+ Azx) —x9 (3+2)-3 2
Quindi la retta secante ha equazione:
y—ya=mg(x —x4) > y—9=8zx—-3) >y=8c—15 (13)
Inoltre 'angolo che la retta forma con ’asse delle x varra:
tana = mg — tana = 8 — o ~ 82.87° (14)
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1.2 La retta tangente

Fino ad ora abbiamo pensato quindi di fissare un punto zg e di incrementarlo di una quantita Ax.
Poi abbiamo calcolato il valore della funzione f(z) in questi due punti e, rapportando il valore di
Af a quello di Az, abbiamo determinato il coefficiente angolare della retta secante.

Vogliamo ora determinare non pill la retta secante per A e B ma quella tangente? ad f(x) in A.
Per farlo allora possiamo pensare a quanto fatto nel precedente paragrafo ma in un modo piu
dinamico. Possiamo cio¢ prendere il punto B e cominciare a spostarlo lungo la curva f(x) fino a
farlo coincidere con il punto A.

I 8 )4 9
t
)
) > % 5 > %
(a) Situazione di partenza (b) E stato spostato il punto B — B’

In

> % >
(o] o) %

(¢) E stato spostato il punto B’ — B” (d) B = A: la secante coincide con la tangente

Figura 4: Spostamento del punto B — A: la retta secante blu approssima sempre meglio la retta
tangente rossa fino a coincidere con essa quando B = A

Cosl facendo, notiamo che nel mentre il punto B si sposta verso il punto A, la retta secante s
cambia di inclinazione avvicinandosi sempre piu a quella della retta tangente t. Quando il punto
B coincide con il punto A, la retta secante coincidera con quella tangente e quindi i due coeflicienti
angolari saranno uguali.

Come si esprime tutto cid in modo analitico?
Dobbiamo intanto ricordarci che il punto A ha coordinate:

A = (zo, f(20)) (15)
Mentre il punto B ha coordinate:
B = (zo + Az, f(xo + Ax)) (16)

Infine la retta secante ha equazione:

Yy—ya = ms(x - IA) con ms = f(mO i AAxl)‘ — f(xO) = %ﬁ (17)

2dal latino tangere cio¢ toccare: la retta tangente interseca, tocca la curva in un solo punto
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Figura 5: Retta secante (blu) tra due punti A e B di una funzione f(z) e la retta tangente (rosso) in A

Allora quello che possiamo osservare € che, via via che B si avvicina ad A, zg — x4 e anche
yB — xp cioe entrambe le coordinate del punto B tenderanno a essere quelle del punto A.

To + Axr — 29
B— A — (18)
f(zo+ Ax) = f(z0)

La condizione di retta tangenza si ottiene quando Az = 0 in quanto cosi facendo:

zB|az=0 = (X0 + AZ)|ag=0 = o = 4 (19)
YBlaz=0 = f(zo + Ax)|az=0 = f(x0) = ya (20)

E quindi il punto B coincide definitivamente con A.

Dal punto di vista dell’equazione della retta, via via che B si muove cioe che Az diventa
sempre piu prossimo a 0, sta cambiando soltanto il suo coefficiente angolare in quanto nell’eq. 17
x4 e ya sono fissati mentre m, sta variando (come si vede anche dai Grafici 4).

Quando Az = 0 il coefficiente angolare della retta secante mg coincidera con quello della retta
tangente my.
Ricordando come ¢ definito my, allora si scrive che:

Definizione 1 (Derivata)

Af f(zo + Ax) — f(wo)
me = fwo) = Jim = Ay A 1)
11 valore quindi del coefficiente angolare della retta tangente ad una funzione f(z) in un suo punto
A, che si indica con f'(xg), € il limite del coefficiente angolare della retta secante quando Az — 0.
La quantita f’(zo) prende il nome di derivata della funzione f(x) nel punto z( e, per esprimere
sinteticamente ’espressione nell’eq. 21, si indica come:
df (o)

f'(zo) = Tdr (22)
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Nel paragrafo 1.3 discuteremo un po’ meglio il significato dei simboli Af e df.
Poiché inoltre abbiamo visto che il coefficiente angolare e legato al valore della tangente dell’angolo
« che la retta forma con I’asse delle ascisse, avremo anche in questo caso che:

tan oy = my = f'(2) = AIEEO flxo + A:;i — f(zo)

(23)

A partire quindi da questa definizione di derivata € possibile definire la funzione derivata come
lapplicazione che associa ad ogni punto z il valore della derivata della funzione in quel punto f/(z).

fllx): VreR— %(m) (24)

1.2.1 Esempio

Riprendiamo sempre I’esempio 1.1.1 dove abbiamo preso in esame la funzione f(x) = 22 ed il punto
A=(3,9).

AN

2

Figura 6: Retta tangente in A alla funzione f(z) =

Vogliamo ora calcolare la retta tangente: il primo modo che possiamo fare ¢ una procedura molto
classica: prendo la funzione f(x), prendo una generica retta passante per il punto A: y —ya =
m(x—x4), calcolo 'intersezione tra f(x) e la generica retta e impongo che il sistema abbia una sola
soluzione. Questa procedura consiste proprio nel calcolare la retta tangente in quanto impongo
che l'intersezione tra la generica retta e la funzione sia costituita da un solo punto.

_ .2
o (25)
y=m(x—3)+9

Allora risolvendo il sistema si ha:
2 —mr—9+3m=0 (26)

Chiedere che il sistema abbia una sola soluzione significa dire che la precedente equazione deve
avere una e una sola soluzione ovvero che il determinante di quest’equazione deve essere pari a 0:

A=0—m?>-12m+36=0— (m—-6)>=0—m =56 (27)
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Quindi la retta tangente ha coefficiente angolare m = 6.

Vediamo ora utilizzando il concetto di derivata come si puo operare.

Procediamo similmente a quanto fatto nell’esempio 1.1.1 ma ora, anziché fissare I'incremento Ax,
lo lasciamo variabile (perché dovra tendere a 0 per restituirci il coefficiente angolare della retta
tangente).

Allora il coefficiente angolare della retta secante si scrivera come:

f(zo+ Az) — f(xo)  f(3+ Ax) — f(3)

s = = = 2
" (o + Az) — x9 3+ Az)—3 (28)
B+Ar)2—9 9+ Ax?>+6Az—9
- Azx - Az - (29)
Az? +6Ar  Az(Az +6)
- Az B Az - (30)
=Az+6 (31)

Quest’espressione rappresenta quindi il coefficiente angolare della retta secante per i punti A =
(3,9) e B=(3+ Az, f(3+ Az)) per un generico incremento Az della variabile indipendente.
Infatti possiamo vedere che se mettiamo Az = 2 come nell’esempio 1.1.1, riotteniamo m, = 8
(come nell’eq. 12).

Noi sappiamo gia in questo caso che la retta tangente deve avere coefficiente angolare (eq.27)
m; = 6: infatti se portiamo Az verso valori sempre piu piccoli:

Ar=2—m =28
Ar=1—m=7
Ar=05—m=206.5
Ar=01—m=6.1
Az =0.01 — m =6.01
Az = 0.001 — m = 6.001

E evidente che proseguendo questo decremento fino a che Az = 0 si ha un coefficiente angolare
sempre piu prossimo a m; = 6. Per Az = 0 (che corrisponde proprio a portare, facendo riferimento
al Grafico 4, il punto B in quello A), si ha proprio m = m; = 6.
Sfruttando quindi proprio la definizione di derivata come limite del rapporto incrementale, si vede
quindi che, riprendendo I'eq. 28:

fwo + Ax) — [f(z0)

_ 4 — — _
me = f(wo) = Alalrg(] Az N AI;:IEO Az+6=6 (32)

Nell’ultimo passaggio si e utilizzato il fatto che lima, o Az = 0 cioe se porto Az — 0 allora
Ax = 0.

L’utilizzo della definizione di derivata come limite del rapporto incrementale ci consente di poter
determinare con piu semplicita il valore del coefficiente angolare della retta tangente, specialmente
nel caso in cui la funzione f(z) & pitt complessa e non si puo utilizzare la prima strategia mostrata
in quest’esempio.

La retta tangente avra in definitiva equazione:

t: y=6x—9 (33)

Si puo poi verificare facilmente che se al posto del punto A = (3,9) si fosse scelto un punto generico
(z, f(x)), allora m; = 2.
Cid ci permette di definire la funzione derivata f’(x) della funzione f(z) = 2 come:

flx) =2 — f'(z) =2z (34)
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1.3 1l differenziale

Abbiamo quindi definito la derivata f'(xg) di una funzione f(x) in un punto xg come il coefliciente
angolare della retta tangente nel punto A = (zg, f(z¢)) che si ottiene come limite del rapporto

incrementale:
_ df(zo) _ im 2~ m f(@o + Az) — f(z0)
dx Az—0 Ax  Az—0 Az

IN

£ (rotara)

f'(20)

(35)

F

- £ (“al

Figura 7: Grafico della funzione f(z) con la retta tangente nel punto (zo, f(z0))

Osservando questa figura, possiamo vedere che la definizione di derivata (eq. 35) ci dice che per
calcolare la derivata di una funzione in un punto occorre fare sostanzialmente il rapporto tra due
segmenti® BC e AC, mandando AC — 0:

. BC
m(zg) = lim =— = f'(xo) (36)

Ac—0 AC
Questo perché:

e il segmento BC & pari proprio alla differenza f(zo + Ax) — f(20) cioe & pari all'incremento
della funzione: BC = Af

e il segmento AC & pari proprio alla differenza (z¢ + Az) — x ovvero all'incremento della
variabile indipendente: AC = Az

Per ora non abbiamo fatto altro che riscrivere il concetto di derivata utilizzando la lunghezza dei
segmenti del grafico.
Ora osserviamo un’altra cosa: prendiamo in considerazione il triangolo AC'D per il quale si ha che:

tan DAC = 2€ (37)
AC

3la divisione tra le due quantita deriva dal fatto che stiamo calcolando un coefficiente angolare, quindi un Ay/Ax

10
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Ma l’angolo DAC ¢ uguale all’angolo DHK = a ovvero all’angolo che la retta forma con l’asse
delle ascisse: R R
tan DAC = tan DHK = tana = f'(x) (38)

L’ultima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che da definizione il valore della derivata di una funzione
in un punto e pari al coefficiente angolare della retta tangente in quel punto ovvero al valore della
tangente dell’angolo che forma con asse delle z (eq. 23).

Allora combinando quest’ultima informazione con 1’eq. 37 si ha che

DC
! i 39
f'(20) A0 (39)
Quindi abbiamo due definizioni diverse per la derivata di una funzione in un punto:
BC DC
/ — 1 / = 40
fwo) = dim 35 flao) =37 (40)

La prima definizione coinvolge un processo al limite mentre la seconda no; oltre a cio, coinvolgono
due segmenti diversi: BC da una parte e DC dall’altra.

Ma stiamo considerando lo stesso oggetto matematico: quindi le due definizioni devono coincidere!
Vediamo perché: riferendoci al Grafico 7, possiamo vedere che:

BC = BD + DC (41)
Allora possiamo provare a dividere questa relazione per AC e avremo che:

BC _BD DO

AC AC AC

Utilizzando la seconda relazione nell’eq. 40 (questa & una relazione di tipo geometrico quindi &
sempre valida):

(42)

BC BD ! -AC
BC _BD + M (43)
AC  AC AC

Passiamo ora al limite per AC' — 0:

BC BD
lim =— = lim =— + lim f'(z 44
Aac—o0 AC Ac—o AC TC—)Of ( O> ( )
Tenendo presente ora la prima relazione dell’eq.40 (la definizione di derivata come limite del
rapporto incrementale): o
BC

im =2 — f'(ao) (45)
Mentre:
lim f'(z0) = f'(xo) (46)

AC—0

in quanto f’(x¢) non dipende da AC e quindi l'operazione di limite non ha un alcun effetto
sull’argomento del limite che rimane invariato.
Abbiamo quindi che:

BD
! = 1i —_— 4+ 47
f'(0) m == f (o) (47)
Ovvero:
Ac—o0 AC

Questa relazione ci dice che, per poter far 0 il limite, BD deve andare a 0 piu velocemente di AC
quando questi va a 0*: formalmente si dice che & un infinitesimo di ordine superiore ad AC.

4altrimenti il limite farebbe +oco ("BD/0 = c0”)

11
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Che cosa significa questo? Sostanzialmente ci sta dicendo che quando AC ovvero Az & molto
piccolo, I'incremento della funzione:

Af=BC=BD+DC ~DC (49)

cioe se Az & molto piccolo, il contributo che il segmento BD apporta alla somma BD + DC (che
definisce l'incremento della funzione) ¢ trascurabile.
Di conseguenza in un processo al limite, solo il segmento DC & rilevante per determinare I'incre-
mento della funzione e quindi il valore della sua derivata.
Questo ci consente anche di riconoscere che in sostanza le due definizioni date precedentemente:
F(wo) = tim 2 f(ao) = 22

ACc—0 AC AC
sono equivalenti in quanto nel limite di AC — 0 il segmento BC = BD + DC ¢ uguale al segmento
DC.
E quindi vero che per determinare la derivata di una funzione ¢ sufficiente considerare il rapporto
tra il segmento DC e AC e questo ¢ equivalente a considerare un rapporto tra tutto I'incremento
della funzione BC e AC (nel limite di AC — 0).
Poiché quindi questo segmento DC ha un ruolo molto importante nell’ambito della definizione di
derivata, gli viene dato nome di differenziale della funzione f(x) nel punto zg.

(50)

Definizione 2 (Differenziale di una funzione di una variabile (1))
DC = f'(z0) - AC (51)

11 differenziale & quindi definito dal prodotto del valore della derivata in un punto per 'incremento
della variabile indipendente AC' (Grafico 7)

Notiamo che il differenziale di una funzione puo essere determinato per un qualsiasi incremento
AC e il suo valore approssimera tanto meglio quello della lunghezza di BC' quanto pit piccolo sara
I'incremento AC (I’esempio 1.3.1 mostra questa proprieta).

Cerchiamo ora di dare una definizione utilizzando un linguaggio piu formale: consideriamo il
seguente grafico che & analogo al Grafico 7 ma viene utilizzato un incremento infinitesimo dz della
variabile indipendente.

~ |
|
I
1] : |
~T 0 Nl _J ? %

Figura 8: Grafico della funzione f(z) con la retta tangente nel punto (zo, f(zo))

12
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Nel limite di Az — 0, la funzione derivata & pari a:

Flao) = lim 27

Am R (52)

Definendo allora dx I'incremento infinitesimo della variabile indipendente, abbiamo visto che questa
definizione coincide nel determinare il rapporto tra la lunghezza del differenziale della funzione
(DC) e I'incremento della variabile indipendente dz (AC).

Si definisce allora il differenziale df (DC) della funzione nel punto z, il prodotto:

Definizione 3 (Differenziale di una funzione di una variabile (2))
df = f'(zo) - d (53)
di modo tale che la derivata di una funzione f’(x) coincida esattamente con il calcolo del rapporto:

4

f'(xo) = dr (54)

proprio come abbiamo visto nell’eq, 39.

Ancora una volta, a rigor di logica, dal punto di vista geometrico, se dobbiamo definire il rapporto
incrementale, dovremmo calcolare A f /Ax e non df /dz perché a df manca il contributo che apporta
il segmento BD (Af = df + BD).

Tuttavia poiché abbiamo visto che BD — 0 quando Az — 0 ®, allora cio significa che il contributo
di BD rispetto a df & trascurabile perché va a 0 molto velocemente. Quindi la definizione di
derivata coincide proprio con il rapporto tra il segmento df e dx: la quantitd df /dz non & solo un
simbolo, qualcosa che ci sere per indicare la derivata ma esprime proprio il rapporto tra queste due
quantita.

Per questo motivo si definisce la derivata come:

Af _ 4

Arso Az dx (55)

cioe come rapporto® tra il differenziale df e dx.

Molto spesso si perde il senso geometrico della derivata e quindi sostanzialmente si dice che quando
Az — 0 allora Ax — dxr e Af — df e quindi si ottiene la 55 come se fosse solo una specie di gioco
di simboli, nel quale alla differenza finita A si sostituisce quella infinitesima d.

Cio & vero nella misura in cui ci si ricorda che il divenire di Az infinitesimo dz ha come conseguenza
che l'incremento A f ¢ sempre pitt simile al differenziale df in quanto il contributo di BD diventa
via via sempre pil trascurabile.

Oltre a definire il senso geometrico del differenziale, cerchiamo di capire qual & anche il suo signi-
ficato.

Consideriamo ’eq. 49 riscrivendola come (per dz infinitesimo):

Af =df + BD ~ df = f'(x0) dz (56)
Ma poiché Af = f(zo + dz) — f(xo), allora:
Af = f(zo+dx) — f(wo) = df = f'(xo)d (57)
Quindi per dz sufficientemente piccoli:

Definizione 4 (Sviluppo di una funzione f(z) al primo ordine)

f(wo +dz) = f(z0) + df = f(zo) + f(w0)dx (58)

cioe quando Az ¢ infinitesimo: Az = dx
6]a divisione tra le due quantita deriva dal fatto che stiamo calcolando un coefficiente angolare, quindi un Ay/Ax

5

13
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Sostanzialmente il differenziale ci sta dicendo qual & il discostamento che la funzione ha in un punto
xg + dz dal proprio andamento rettilineo definito dalla retta tangente. Ovvero qual e la differenza
tra il valore della funzione f(z + dx) nel punto x + dz rispetto al valore che avrebbe avuto se nel
tratto = + dx avesse mantenuto I’andamento rettilineo definito dalla retta tangente.

La relazione contenuta all’interno della definizione 4 & detta sviluppo di una funzione al primo
ordine in quanto ci consente di sviluppare cioé approssimare il valore che la funzione f(z) assume
nel punto xg + dx che & tanto pitt buona quanto piu piccolo ¢ il valore di dx.
Quest’approssimazione & detta al primo ordine in quanto il valore di f(z+ dx) dipende dalla prima
potenza dell’incremento dx: infatti lo sviluppo del valore di una funzione puo essere fatto anche
a potenze superiori di dz, tali per cui lo sviluppo all’n-esimo ordine contiene la potenza n-esima
dx™ dell’incremento dz.

Piu e alto l'ordine dello sviluppo, maggiore ¢ la precisione con la quale si definisce il valore della
funzione nel punto zg + dx.

Ricordando che dx = = — g, allora lo sviluppo al primo ordine puo esser scritto come:

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — x0) (59)

In questo modo abbiamo una formula del tutto generale che ci permette di calcolare il valore
approssimato di una funzione f(z), in un qualsiasi punto z del dominio della funzione f(x).

1l differenziale e la precedente approssimazione sono molto importanti in quanto spesso una funzione
puo essere approssimata per intervalli molto piccoli proprio dal suo andamento lineare.

1.3.1 Esempio

Riprendiamo sempre I'esempio 1.1.1 dove abbiamo preso in esame la funzione f(x) = 22 ed il punto
A =(3,9). Abbiamo determinato la retta ¢t tangente al punto A essere y = 6z — 9. Ci chiediamo
ora il senso del differenziale df.

Figura 9: Calcolo del differenziale della funzione f(z) = z* tra 3 e 3 + dz
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Consideriamo sempre un incremento dzx della variabile indipendente.
Allora i punti mostrati in figura avranno coordinate:

C =(3 +dxz,(3)?) (60)
D =(3+dz,3(3 + 2dx)) (61)
B =(3+dz, (3 + dz)?) (62)

In quanto tutti e tre i punti hanno la stessa coordinata x definita dal valore della coordinata x del
punto A (3) pit Uincremento dx (variabile).

Per quanto riguarda le ordinate, il punto C ha la stessa del punto A, il punto D ha il valore che la
retta tangente assume in xp mentre infine il punto B ha il valore che la funzione assume in xp.
Quindi il differenziale df della funzione f(x) nel punto x4 = 3 con incremento dz, che & rappre-
sentato dal segmento C'D, & pari a:

df =CD =3(3+2dz))—9=6dx (63)
Al contrario il segmento BD & lungo:
BD = (3+4dz)* - 3(3+ 2dx) = da? (64)
Allora vediamo che I'incremento A f della funzione tra il punto xg e z¢ + dx ¢ definito da:
Af = f(xo +dz) — f(zo) = CD = BD + df = da* + 6dx (65)
Abbiamo gia visto (es. 1.2.1) che la derivata della funzione in zy = x4 ¢ pari a:

Af Az? + 6Ax
! . . .
= lim =L = lim — =" — Jim A =
Flao)= i R = A ™ Ay A A T6=0 (66)
Ma come si e visto nel paragrafo precedente, questo stesso limite coincide con il calcolare il rapporto
tra il differenziale della funzione e I'incremento nella variabile x:

Flao) = 4L = B2 _g (67

dx dx
Il risultato di quest’ultima espressione ¢ lo stesso della 66.
E questo e sempre vero, a prescindere dall’incremento della variabile indipendente e dalla funzione
scelta, proprio perché:
Af = f(zo+dz) — f(zo) ~ df (68)
Infatti nel nostro caso:
Af =dr* +6dx ~6dr (69)

L’ultima approssimazione ha senso per dz piccoli (ossia per Az — 0) in quanto la potenza del
quadrato va a 0 piu rapidamente della funzione lineare.
Infatti ad esempio:

dx dx? Af

2 4 8

1 1 7
107' 1072 0.61
10°2 1074 0.0601

1073 107° 0.006001
10-*  107%  0.00060001
1075 107 0.0000600001

Tabella 1: Confronto tra la rapidita di decrescita di dz e da? per da che assume valori sempre pitt
piccoli insieme al valore che assume I'incremento Af = 6dz + dz?
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Quello che si puo vedere dalla precedente tabella ¢ che al diminuire di dx il contributo che
apporta dz? al valore di Af ¢ via via sempre pill trascurabile.
Per esempio quando dz = 107°, dz? = 1071%: quindi quando vado a calcolare il valore di Af,
possiamo abbondantemente trascurare il fattore da?:

Af =da® +6dr =107 +6-107° = 0.0000600001 ~ 0.00006 = 6 - 10> = df (70)

Cio illustra con un esempio il perché si puo scrivere che:

f(zo0) = % (71)

La definizione quindi di derivata come df /dx non & solo un simbolismo ma rispecchia I'interpreta-
zione geometrica della derivata.
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2 Regole di derivazione

Abbiamo visto il significato della derivata di una funzione, come si calcola e cos’¢ il differenziale
di una funzione.

Come si possono derivare funzioni pit complesse, come ad esempio un rapporto di due funzioni?
Ci sono alcune regole importanti da tener a mente:

2.1 Somma di due funzioni

La derivata ¢ un cosiddetto operatore lineare nel senso che € un’applicazione che gode della seguente
proprieta:

d(a-f@)£bg@) _ df@) , dg)

dx dx dx

(72)
Quindi:

e la derivata di una somma (o differenza) puo essere spezzata nella somma (o differenza) di
due o piu derivate

e quando una costante moltiplica una funzione a - f(z), la costante pud essere portata fuori dal
segno di derivazione e la derivata della funzione a - f(x) & pari alla costante a moltiplicata
per la derivata della funzione f(z)

2.2 Prodotto di due funzioni

N

Consideriamo la funzione h(z) = f(x) - g(x); la derivata della funzione h(x) &:

d(f(z)-g(x)) df(z) dg(x)

) P o) + f(a) - 44 (73)
Ad esempio se abbiamo h(x) = 3z - sinz allora:
d(3z) . d sinx .
! — . . = . .
h(x) = i + 3z In 3-sinz + 3z - cosw (74)

2.3 Rapporto di due funzioni

Consideriamo la funzione h(z) = f(x)/g(x); la derivata della funzione h(x) &:

4 (f@))  f@)-g@) (@) o)
dx(g<x>>‘ )

Ad esempio se abbiamo h(z) = 3z/sinz allora:

B (z) = (3z)" - sinz — 3z - (sinx)’ _ 3-sinx — 3xcosx (76)
(sinz)? sin’x

Poi nel caso specifico in cui f(z) = 1 ovvero si sta considerando la derivata del reciproco di una
funzione h(x) = 1/g(x), si ha che:
d 1 !
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2.4 Regola della funzione composta o regola della catena
Consideriamo una funzione composta h(z) = f(g(x)); la derivata della funzione h(x) é:

d(f(g(x))) _ df(u) dg(x)
dx du dx

u=g(x)

(78)

Sostanzialmente si tratta di effettuare un cambio di variabile u = g(x), considerare la funzione
g(z) come se fosse una variabile u, derivare f(u) rispetto a questa variabile u, quindi moltiplicare
per la derivata della variabile u cioé della funzione g(x) rispetto a quella di partenza x.

Per capire meglio questa regola consideriamo ad esempio la funzione h(z) = sinz® ottenuta
componendo la funzione g(z) = 2 con la funzione f(x) = sin x:
d(sinz®)  dsinu da®
dx \/_-/3 du dr
u=x
(79)
=cosu -3z =
= cosz® - 3x2

3 come se fosse una variabile u e quindi

Allora il primo passo & considerare la funzione g(z) = x

derivare la funzione sin u rispetto ad u ottenendo cos v che riportata nella variabile iniziale & cos x3.
Questa funzione viene poi moltiplicata per la derivata della funzione u cioe di g(x) fatta rispetto
ad x ovvero 3x2.

Sostanzialmente la ” catena” corrisponde ad un prodotto successivo di tutte le derivate delle funzioni
annidate che costituiscono I’h(z). Infatti la regola puod essere utilizzata anche per funzioni piu
complesse costituite da piu funzioni annidate.

Ad esempio consideriamo la derivata della funzione h(z) = In cos e>*:
d(In cos %) dlnu d(cose

dx ~—~ du dx

u = cos e2%

21)

_ 1 d(cos e2®)

U dx
1 d(cosy) d(e*®)

——~ coseX dy dx

y:e2w

(e (50)
" cose?® sy de
.9 d(e™) d(2z)
_ _ . 2‘L . . pr—
~—  cosex M€ dw dx

w=2x
=————5—-sine”-e"-
cos e%% dx

1 .
:_72.811,162;8.230.2
cos e“*
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3 Funzione a piu variabili: R” — R

Consideriamo ora il caso di funzioni a piu variabili cioe applicazioni che associano n-uple di valori
indipendenti di R™ ad un solo valore di R.

Per semplificare il lavoro ci limiteremo a considerare solo funzioni da R? — R che quindi associano
coppie di valori (z,y) ad un solo valore z = f(x,y): la generalizzazione di quanto diremo al caso
a piu variabili sara poi immediata.

Ad esempio possiamo pensare ad un’applicazione f che associa ad una coppia di valori (z, y), un
valore di R, z = f(z,y) =2 - /y.

3.1 La derivata in R?

Il concetto di derivata per funzioni a piu variabili ¢ analogo a quella per le funzioni di singola
variabile affrontato nel paragrafo 1.2.

C’¢ pero una differenza che consiste nel fatto che ci sono piu variabili che possono essere incremen-
tate e che quindi occorre scegliere qual & la variabile lungo la quale viene effettuato 'incremento.
Supponiamo infatti di avere una funzione a due variabili f(z,y) e di volerne calcolare la derivata
in un suo punto (xg,yo)-

Possiamo avere due casi:

1. Viene incrementata la sola variabile z tenendo fissa la y:

Definizione 5 (Derivata parziale rispetto ad x)

of _ _ . flxo+ Az,yo) — f(zo,0)
%(56073/0) = fa(z0,90) = 0 f(0,%0) = Alalclgo A (81)
2. Viene incrementata la sola variabile y tenendo fissa la x:
Definizione 6 (Derivata parziale rispetto ad y)
of . f(zo,yo + Ay) — f(z0,y0)
@(xo,yo) = fy(®0,0) = 0y f(z0,90) = AIZIJIEO Ay (82)

La differenza sostanziale tra le due derivate consiste nel fatto che nell’eq. 81 il punto yy viene man-
tenuto fisso e la variazione viene fatta solo nella coordinata x. Al contrario nell’eq. 82 ¢ il punto
xo che viene mantenuto fisso mentre la variazione viene fatta solo nella coordinata y.

Nonostante apparente difficolta della definizione, alla fine si riduce tutto al calcolo di un limite
ad una sola variabile.

Come nel caso della derivata di una funzione di una sola variabile, anche le derivate parziali hanno
un’interpretazione geometrica, solo leggermente pitt complessa.

La derivata parziale rispetto ad x o ad y € legata alla variazione istantanea di quota z della funzione
f(z,y) rispetto alla variabile z o y.

In che modo?

Se consideriamo la derivata parziale rispetto ad z, dalla definizione che ne abbiamo dato, risulta
che la variabile y rimane costante mentre viene incrementata la variabile x.

La condizione y = yo (cioe che la variabile y non varia mentre viene incrementata la variabile
x) definisce un piano nello spazio tridimensionale. Quindi quando calcoliamo la derivata parziale
rispetto ad x, stiamo prendendo in esame la funzione f(x,y) sul piano y = yo.

Stiamo cioe sezionando il grafico della funzione f(x,y) con il piano y = yq, il cui risultato ¢ una
curva lungo quel piano. Da una funzione a due variabili ci siamo ridotti ad una funzione ad una
sola variabile” e di conseguenza il grafico della funzione limitata al solo piano y = o sard una

7z varia, y costante, f(z,yo0) & il valore che la funzione assume lungo questo piano
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curva ad una sola variabile.

Allora la derivata parziale 0f/0x ci indica la pendenza (il coefficiente angolare) della retta tan-
gente alla curva che si ottiene intersecando la funzione f(z,y) con il piano y = yo nel punto
(0, Yo, f (0, %0))-

Analiticamente questo significa che la derivata parziale della funzione f(z,y) rispetto ad « coincide
con la derivata della funzione ad una sola variabile f(z,yq) (cioé la funzione originaria ristretta al
piano y = yo) calcolata rispetto ad x.

Allo stesso modo, simmetricamente, la derivata parziale df /9y ci dice qual & la pendenza della
retta tangente alla curva ottenuta intersecando la funzione f(x,y) con il piano x = z( nel punto
(an Yo, f(.'Eo, yO))

Nel punto (zo, yo, f(z0, yo)) le due rette tangenti si intersecano.

Come nel caso della derivata di una funzione di una sola variabile, si puo definire la funzione de-
rivata parziale come 'applicazione che associa ad un punto (z,y) il valore della derivata parziale
della funzione in quel punto 9f/0x e df/dy:

M vamerr =y (53)
T vener o Lay (4)

Si definisce infine il gradiente v f di una funzione scalare f(z,y) il vettore avente coordinate:
Definizione 7 (Gradiente di una funzione scalare)

5 of of

Vi=|(=, =2 85
11 gradiente consente di individuare le direzioni di massima crescita e di minima crescita (o di
massima discesa) di una funzione f(z,y).

3.1.1 Esempio

Supponiamo di voler calcolare le derivate parziali della funzione f(z,y) = 2?2 - /¥ nel punto

(3,4, f(3,4)) = (3,4,18):

N"“Wn

Figura 10: Grafico della funzione f(x,y) = 22 - \/(y): in rosso 'asse z, in verde 'asse y e in blu l'asse z
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Vogliamo calcolare la derivata parziale 0f/dz, nel punto (3,4, f(3,4)) = (3,4, 18).
L’interpretazione geometrica che ne abbiamo dato consiste in primis nell’intersecare la funzione
con il piano y = 4. Essa allora si riduce ad essere f(x,4) = 2 - 2% cio¢ sezionando la curva
tridimensionale con il piano y = 4, otteniamo la curva bidimensionale f(x,4) = 2-2? che sappiamo
trattare.

H“*

Figura 11: Grafico (in blu) della funzione f(z,4) = 2-2° ottenuta sezionando la funzione f(z,y) = 2% /y
(in verde) con il piano y =4

Nel Grafico 11 si vede proprio quanto abbiamo detto: il piano opaco blu verticale ¢ il piano
y = yo = 4 che intersecato con la funzione f(z,y) = x* - \/y genera la parabola f(z,4) = 2- 22 (in
blu) che giace sul medesimo piano.
La difficolta concettuale & quest’interpretazione geometrica perché arrivati a questo punto si ottiene
una semplice funzione ad una sola variabile, la si deriva e se ne calcola il valore nel punto x = 3.
Avremo infatti: )
Of 3y _ dlwy) _d2
ox dz dr lz=3
Se invece ricorriamo alla definizione data nell’eq. 81, avremo che:

= 4x|x=3 =12 (86)

of o fB+Az4)—f(3,4) (3+ Ax)? V4324
aa ("0 = A, As = 4 As 57
2 _ 92 2 _
. VA3 + Ax)® —3%) i VA9 + Az? + 6Ax — 9) (88)
Az—0 Az Az—0 Az
2
= lim VA(AZ? 4 6Ax) _ lim V4(Az +6) =6-v4 =12 (89)
Az—0 Ax Az—0
Quindi in generale la funzione derivata parziale lungo x sara:
or _ dx (90)

or
In modo analogo possiamo trattare la derivata parziale rispetto ad y: nel Grafico 12 e raffigurata
in verde la funzione f(x,y) con in blu opaco il piano di equazione x = 3.
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Dall'intersezione di questi due si genera una curva in rosso che ¢ f(3,y) = 9,/y: nuovamente
derivando quest’ultima e calcolandone il valore in y = 4 si ottiene quello della derivata parziale
rispetto ad y in (3,4):

of

of df (wory) 49+ i
y N

(374) =

(91)

_ 9) _9
dy dy ly=1  2\yly=1 4

Figura 12: Grafico (in rosso) della funzione f(3,y) = 9-,/y ottenuta sezionando la funzione f(z,y) = z*-\/y
(in verde) con il piano z = 3

Allo stesso modo infatti, calcolando per la derivata parziale lungo y riferendoci all’eq. 82, si
ottiene:

FBA+AY) —f3,4) _ 3 VIFAY-3 V4

of s -
a_y(x07y0) = AI;LIJIEO Ay = Ay—0 Ay (92)
_OR(VAF Ay V4 . BR(WIFTAy-V4) (VITAy+V4)
Ay—0 Ay Ay—0 Ay (VAT Ay +V4)
. 324+ Ay —4) . 32Ay
= lim = lim (94)
Ay=0 Ay(VA+ Ay +V4)  Ay=0 Ay(/I+ Ay + V4)
. 32 32 9 9
Ay=0 JIF Ay +vV4 Vi+V4E 2.4 4
Quindi in generale la funzione derivata parziale lungo y sara:
of 9
-7 96
5 =5 (96)
Il gradiente sara percio:
- 9
Vf=|4z, — 97
g ( 2Vy > 7
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3.2 1l differenziale in R?

In modo del tutto analogo a quanto fatto nel paragrafo 1.3, anche per le funzioni a piu variabili e
possibile definire un differenziale df.

Consideriamo una funzione a due variabili z = f(z,y) e due incrementi finiti Az e Ay delle variabili
indipendenti x e y. Sia poi 7 il piano tangente alla funzione f(z,y) nel punto E = (xq, yo, f (o, yo))
come mostrato nel Grafico 13:

AT

2 f (7‘\3)
£+ (Ko,30£0%4o))

£
3
H >

I
|
|
I
a8 (040.0) )

/ Aeliorined) B D= (istgorago)

Figura 13: In blu la funzione z = f(z,y) ed in rosso il piano 7 tangente ad essa nel punto F =
(':CO: Yo, f(‘rov yO))

In primis il piano tangente per un punto (zg, yo) ad una funzione f(z,y) & definito da:
0 0
7z = f(wo+yo)+ —f(:vo,yo) “(z — o) + l(woyyo) (Y — o) (98)
ox Jy
E quindi legato al valore che le derivate parziali 0, f e 0, f assumono nel punto (zo, yo)-
Tenendo presente che il punto H ha la stessa quota del punto F, similmente a quanto fatto nel

Paragrafo 1.3, possiamo legare il valore del differenziale della funzione alla variazione della quota
z sul piano tangente:

df = FH = 7n(F) — 2y (99)
of of
= f(xo + Az, yo + Ay) + %(x(), Yo) - Az + a*y(%ﬂo) Ay — f(xo + Az, yo + Ay)  (100)
0 0
— o (o n) - A+ 5 o,0) - Ay (101)

Quindi il differenziale di una funzione a due variabili puo essere scritta come (generalizzando ad
un punto qualsiasi di coordinate (z,y):

Definizione 8 (Differenziale (totale) di una funzione a due variabili)

af = 2L gy 9L

- 102
pe 3ydy (102)
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dove abbiamo sostituito Ax = dr e Ay = dy, ricordando il fatto che i differenziali delle variabili
indipendenti sono uguali agli incrementi finiti.

11 differenziale df ci dice quant’e la variazione della funzione f(z,y) rispetto all’andamento definito
dal piano a lei tangente nel punto FE.

Similmente poi a quanto fatto per le funzioni di una sola variabile, si puo dimostrare che in realta
anche per le funzioni a due variabili si puo scrivere che I'incremento finito A f della funzione f(z,y)
¢ pari a:

Af = f(xo+ Az,yo + Ay) — f(z0,90) = GH = GF + FH (103)
Ora: of of
FH:df:%oAx+a—y~Ay (104)

Mentre per quanto riguarda GF, esso si dimostra va a 0 quando /Ax2 + Ay2 — 0.
Quindi per Az — 0, Ay — 0 si ha Af — df.
Inoltre osservando la definizione data nell’eq. 102 si puo vedere che il differenziale della funzione

puo essere anche scritto come: B .
df =Vf-dx (105)

ovvero come prodotto scalare tra il gradiente v f della funzione e il vettore di differenziali che
contiene tutti gli incrementi infinitesimi dx = (dz, dy).

3.3 1l caso di R"

Nel caso considerassimo funzioni di R® — R che associano n-uple di R® & = (z1,29,...25)
ad un solo valore di R f(Z) = f(x1,2,...x,) allora esisteranno n derivate parziali nel punto
fo = ($01,$02, ...,xon).

Il valore della i-esima derivata parziale, cioe della derivata parziale rispetto alla i-esima compo-
nente, nel punto zj sara:

af oy SN S\ . f(l’l,...,l'i+A1'i,...,1'n)7f(fo)
axi (xO) - fmq (xO) - amqf(x()) - Alzlinio Al’i

(106)

Viene quindi incrementata la sola variabile x; della quantita Ax; mentre tutte le altre rimangano
fisse, ovvero calcolate nel punto Z.

Quando poi si generalizza, considerando un generico punto & di R™, si ha la funzione derivata
parziale che associa ad ogni n-upla di R™ il valore della derivata calcolata in quel punto.

af af
ox; Ox;

(f): VZeR"—

() (107)

Infine anche per le funzioni di R™ si puo definire un gradiente v f come il vettore avente per
componenti le derivate parziali della funzione f:

= of of of
=| ==,y 57— 1
V@) = (gl L) (108)
Infine il differenziale totale df di una funzione f(&) sara definito come:
5 - Of of of —~ Of
=V . .dz = = ; 1
df =V -dx (%vldxl + D3 dxo + ...+ pr. dx, 2 oz, dx; (109)
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4 Integrazione indefinita

Data quindi una funzione f(x), abbiamo definito la funzione derivata f'(x) = df /dxz e abbiamo
interpretato il senso geometrico tanto della derivata quanto del differenziale.
Ora proviamo a porci il problema inverso: data una funzione f(z) che sappiamo essere la derivata
di un’altra funzione F(z), come si puo risalire a questa funzione F(x)? Cio¢ data la funzione
derivata f(x), come si pud risalire alla funzione F'(x) tale per cui la sua derivata F’(x) sia proprio
uguale a f(z)?
Questo processo, che ¢ propriamente 1'operazione inversa del calcolare la derivata di una funzione,
¢ detta integrazione indefinita e la funzione F'(x) primitiva o integrale indefinito.
Ad esempio consideriamo la funzione f(z) = 2z: poiché sappiamo che la derivata della funzione
x? & proprio 2z, possiamo dire che la primitiva della funzione f(z) = 2z & proprio F(z) = x2:

f(z) =22 — F(z) =2 (110)
Infatti:

dF(x)
dx

Notiamo tuttavia che anche la funzione F(z) = 22 + 3 & una primitiva della funzione f(z) = 2z in
quanto:

=2z = f(x) (111)

d(z*>+3)  d(z?)  d(3)
dx  dx * dx

in quanto la derivata di una funzione costante & sempre nulla.
E quindi evidente che la funzione primitiva & sempre definita a meno di una costante arbitraria
reale: quindi ad esempio 22 42, x2 + /34, 22 + 7, £2 — 15/4 etc. sono tutti integrali della funzione
z2.
Percio I'integrazione definisce un insieme di funzioni che differiscono tutte per una costante arbi-
traria ¢ in quanto la derivata di una costante & 0. Di conseguenza se F(x) & una funzione primitiva
della funzione f(x), allora lo & anche F(z) + ¢ con ¢ € R.

Si utilizza il simbolo | per definire 'insieme di tutte le primitive di una funzione:

=22 4+0 = f(x) (112)

Definizione 9 (Integrale indefinito)
dF(x)
dx

Il fatto che l'integrale indefinito determina un insieme di funzioni che differiscono per una costante
ha un significato geometrico: abbiamo visto che la derivata di una funzione indica la pendenza cioe
il coefficiente angolare della retta tangente in un punto.

IN

/f(m)dx =F(z)+c tale per cui = f(z) (113)

5 £ (20)

Figura 14: Grafico della funzione f(z) = z? e della retta tangente in un suo punto (zo, f(zo0))
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Poiché sia la funzione z2 che la funzione 22 + 3 piuttosto che la funzione z2 + 7 sono tutte
delle primitive della funzione 2z, ci sta dicendo che (utilizzando quindi la definizione di integrale)
la loro derivata & sempre f(z) = 2x. Cio¢ la pendenza, il coefficiente angolare della retta tangente
in ogni punto = & sempre lo stesso sia per la funzione z2 che per la funzione x? + 3 piuttosto che
per la funzione z2 + 7.

Qx
»
i
N

dda

Figura 15: Grafico di alcune primitive della funzione f(z) = 2z e della retta tangente nel punto (xo, f(xo))

Come vediamo da questo grafico, la costante additiva arbitraria ¢ dal punto di vista geometrico
non fa altro che effettuare una traslazione verso I’alto o verso il basso la funzione f(z) = x? ma cio
non altera la pendenza della curva. Infatti le varie rette tangenti nel punto zy alle curve =2 + c,
disegnate nel grafico con una retta blu, sono tutte parallele alla retta rossa che ¢ la retta tangente
alla funzione f(x) = 2.

Questo ci dice che poiché le rette sono tutte tra loro parallele, avranno tutte lo stesso coefliciente
angolare ovvero la derivata di quella funzione sara la stessa. Di conseguenza ogni funzione 22 + ¢
avra come derivata 2z e a ritroso l'insieme delle funzioni che hanno come derivata 2z saranno del
tipo 22 + c.

Il calcolo dell’integrale in molti casi ¢ immediato in quanto si puo ragionare rispetto alla funzione
derivata: se ad esempio so che la derivata della funzione f(z) = sinx & f'(x) = cosz allora al
contrario sapro che l'integrale della funzione cosx sara F(x) = sinx + c.

Ma non sempre ¢ possibile procedere in questi termini: per questo motivo sono molto importanti
le tecniche di integrazione.
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4.1 Tecniche di integrazione

L’integrale & un cosiddetto operatore lineare nel senso che & un’applicazione che gode della seguente
proprieta:

/[a ~flx) £b-g(x)]dr=a- /f(x) dx +b- /g(a:) dx (114)
Quindi:

e lintegrale di una somma (o differenza) puo essere spezzato nella somma (o differenza) di due
o piu integrali

e quando una costante moltiplica una funzione a- f(z), la costante puo essere portata fuori dal
segno di integrazione e la primitiva della funzione a - f(x) ¢ pari alla costante a moltiplicata
per lintegrale della funzione f(x)

A parte questa semplice regola, ve ne sono altre due piu utili nel calcolo degli integrali.

4.1.1 Integrali per parti

Supponiamo infatti di voler integrare il prodotto di due funzioni f(x)-g(z) ovvero di voler calcolare:

/f(x) -g(x) dx (115)

La tecnica corrisponde a pensare a g(x) come ad una ¢'(x) cioé come alla derivata di un’opportuna
funzione.

g9(x) = g'(z) (116)

Con delle trasformazioni di differenziali si puo dimostrare che vale la seguente regola di integrazione:

Definizione 10 (Integrazione per parti)

/ f(@) - g (@) de = f(z)g(x) - / f(@)g(@)dz (117)

Questa tecnica per poter essere efficiente presuppone di (ri)conoscere qualche integrale fondamen-
tale perché bisogna passare dalla funzione ¢'(x) alla funzione g(z) che & appunto la primitiva di

/
9'(x).
Chiariamo con un esempio questa regola: supponiamo di voler integrare la funzione h(xz) = z-sin x.
Allora posso considerare sinz come la derivata di —cosz. Quindi ¢’'(z) = sinz — g(z) = —cosz
mentre f(z) =2 — f'(z) =1

/x~sinmdx:x-(—cos:r)—/l-(—cosx)dm:

:—cosx-x—l—/cosxdx: (118)

= —cosx-x+sinx +c

Notiamo che se avessimo invertito i ruoli delle funzioni f(x) e g(x) non avremmo avuto un risultato
di grande aiuto, in quanto si sarebbe ottenuto:

z? z?
/x-sinmdx:7-sinx—/?~cosxdx (119)

che tuttavia non ha facilitato il calcolo degli integrali in quanto I'integrale di cosz - #2/2 non & di
nuovo facilmente risolvibile.
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4.1.2 Integrali per sostituzione (1)

Supponiamo di avere una funzione che sia composta, del tipo f(g(z)) e di voler calcolare:

/f(g(x)) dx (120)

Allora possiamo effettuare un cambio di variabile t = g(z) e trasformare il differenziale come
dt = ¢'(x)dx da cui de = dt/¢'(x). Dopo aver calcolato 'integrale si ri-effettua il cambio di
variabile al contrario, ritornando a quella originale x.

Avremo allora che:

Definizione 11 (Integrazione per sostituzione (1))

(121)

Vediamo un esempio: supponiamo di voler integrare la funzione h(z) = sin3z. Allora effettuiamo
la sostituzione g(x) =3z =1t e dz = dt/3:

dt
/sin3xdm = /Sint§ =

1
=3 /sintdt = (122)
——lcost—i—c——}cos&r—i—c
3 3

Notiamo che, quando si usa la tecnica dell’integrazione per sostituzione calcolando la derivata
g'(x), spesso si riottiene una funzione di = che quindi deve essere ricondotta alla variabile .
Ad esempio, supponiamo di voler calcolare:

3e”

Allora possiamo effettuare il cambio di variabile ¢t = e®; di conseguenza dt = e* dzx.
Non si puo quindi scrivere:
3t dt
/ (124)

1412 e
in quanto c’e¢ ancora un termine che dipende da x che deve essere riportato alla variabile ¢: in
questo caso e piuttosto semplice in quanto nuovamente t = ¢* ma piu in generale occorre invertire
la relazione g(z) =t — x = g~ 1(¢) e sostituirlo in ¢’(x) qualora dovesse dipendere esplicitamente
ancora da x.
L’integrale diventa:

3t dt 3 .
/W7Z/H—7dt:3arctane +c (125)
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4.1.3 Integrazione per sostituzione (2)

C’¢ un altro caso che rientra nell’integrazione per sostituzione che & quello che si ha quando la
funzione da integrare ¢ una funzione composta del tipo f(g(z)) - ¢’(z), cioe¢ un prodotto tra una

funzione composta e la derivata della funzione annidata.
Allora ponendo t = g(x) e ricordando che dt = ¢'(x)dx:

Definizione 12 (Integrazione per sostituzione (2))

NP /f(t) dt
t=g(x)

sinx
/ tanx dx = / dx
cosx

Effettuando la sostituzione t = g(x) = cosz, allora dt = —sinx da:

i dt
/tanxdazz/ Smxdx:—/?:—ln\t|+c:—ln|cosx|+c

cosx
etan T
5—dz
cos? x
Possiamo effettuare la sostituzione tanx =t da cui dt = dx/ cos? x:

etanm
/ dm:/etdt:et—l—c:etanw—i—c

/ F(g(x)) - ¢/ () da

Vediamo un esempio:

In modo analogo ad esempio:

cos? x
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5 Integrazione definita

Abbiamo visto che l'integrale di una funzione f(x) definisce una classe di funzioni F(x) che
differiscono tutte per una costante arbitraria c:

/f(a:) drx = F(z)+c (131)

Supponiamo allora di avere il seguente problema: sappiamo che un corpo si muove con una certa
velocita v(t) di cui abbiamo P'espressione analitica ad esempio v(t) = 2 e vogliamo chiederci qual
¢ lo spazio s che il corpo percorre tra l'istante t = 1 s e I'istante t = 2 s.
La velocita & definita come la variazione della posizione del corpo in funzione del tempo ovvero:
dx(t)

ot) = = (132)
Per poter sapere qual & lo spazio percorso s dobbiamo poter prima risalire a qual e la legge oraria
x(t) del corpo cioe alla funzione che ci dice qual & la posizione (rispetto ad uno zero) che il corpo
assume al trascorrere del tempo.
Ma chiedersi qual e la legge oraria significa proprio risalire da definizione alla funzione primitiva
della funzione v(t), cioé a quella funzione z(t) che ha come derivata v(t):

z(t) = /v(t) dt (133)
In questo caso:

3

Allora lo spazio s percorso tra listante ¢ = 1 s e l'istante ¢t = 2 s corrisponde a calcolare la
differenza:

x(t) = /t2 dt = £ +c (134)

s=xz(2) —z(1) (135)

dove z(t) ¢ definita dall’eq. 133.
Nel caso specifico:

23 1? 8§ 1 7
s:m(2)—x(1):3+c—(3+c):3—3:3:2.3m (136)

Notiamo una cosa molto importante a livello fisico: la costante ¢ non influisce sulla determinazione
dello spazio percorso dal corpo in quanto i due termini in ¢ si elidono quando si va a calcolare la
differenza. Questo fatto ci dice che in realtd non & tanto importante un termine costante perché
in fisica si & sempre interessati alla differenza tra due grandezze, non al loro valore assoluto. Cosi
sara importante la differenza di due posizioni per conoscere lo spazio percorso, la differenza tra
due velocita per conoscere 1’accelerazione etc.

Per esprimere poi in modo piu sintetico il doppio passaggio di calcolare prima la primitiva (eq. 133),
poi la differenza di due suoi valori (eq. 135), si utilizza la notazione:

2
s= / v(t)dt (137)
1
Intendendo con questo:
2
5= / o(t) dt = x(t)’ = 2(2) — z(1) (138)
1
Si chiama quindi integrale definito la quantita:

Definizione 13 (Integrale definito)

b
/ flz)dx = F(z)| = F(b)— F(a) (139)
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6 Il problema delle aree

Strettamente connesso con il problema di determinare la primitiva di una funzione ¢ il vecchio
problema dell’analisi del calcolo delle aree delle funzioni: consideriamo ad esempio la parabola
mostrata in figura.

> %

Figura 16: Il problema del calcolo dell’area sottesa dalla funzione f(z) = x? tra I'asse delle ascisse e i
puntizy =6ex2 =9

Ci chiediamo, quanto vale I’area gialla cio¢ 'area S sottesa dal grafico della funzione f(z) = z2
e delimitata dall’asse delle ascisse e i punti (o meglio le rette) x; =6 ¢ x5 = 9?
L’idea pil semplice ¢ quella di approssimare l'area S con quella S;,; totale dei rettangoli blu
mostrati nel Grafico 17a: ¢ evidente che & un’approssimazione in difetto perché I'area S ¢ piu
grande di questa.
Ma allo stesso modo possiamo costruire i rettangoli verdi mostrati nel Grafico 17b la cui area totale
Ssup approssima per eccesso I'area S, in quanto questa e piu piccola dell’altra.

a A %z a A “'3
D D
c/! 1
S 8 I
| I
| ! | )
[ : | :
| $ 9 \ | 5 %
haad —
6 o 3 6 e 3
(a) Approssimazione per difetto di S con Siny (b) Approssimazione per eccesso di S con Ssup
Figura 17: Le possibili approssimazioni dell’area S con i rettangoli
Cio che possiamo dire che certamente:
Svnf <S< Ssu,p (140)

Proviamo a determinare le due aree: dividiamo 'intervallo [6,9] in 3 parti:

o A= (6,36)

e B=(7,49)
e C'=(8,64)
e D=(9,81)
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Di conseguenza per l'area dei rettangoli blu:
e Primo rettangolo blu: a3 =1-36 = 36
e Secondo rettangolo blu: as =1-49 =49

e Terzo rettangolo blu: ag =164 = 64
Quindi:
Smf:al 4+ ag 4+ a3 = 36 + 49 + 64 = 149 (141)
In modo del tutto analogo per I'area dei rettangoli verdi:

e Primo rettangolo verde: A; =149 =49
e Secondo rettangolo verde: As =164 = 64

e Terzo rettangolo verde: A3 =1-81 =381

Quindi:

Soup = A1+ Az + A3 =49+ 64 + 81 =194 (142)
In realta l'area vera & = 171 e quindi la disequazione 140 risulta ben verificata.
Vogliamo pero ottenere un’approssimazione migliore di queste due aree e vedere come e se esse
possano fornirci ’area vera S.
Quello allora che possiamo fare e cercare di generalizzare il processo, considerando una generica
funzione f(x), un intervallo [a, b] e dividerlo in N parti, ciascuna di lunghezza pari a Az = (b—a)/N.
Se considero allora ’i-esimo punto all’interno dell’intervallo [a, b] e il rettangolo avente come base
i punti z; e ©; + Az ovvero lunghezza Ax.
Di conseguenza:

e per il rettangolo blu, I'area sara:
a; = f(z;) - Ax (143)

Quindi ’area totale S;, s sara data dalla somma di tutte queste singole aree:
N N
Sing = _a; =Y f(z:) Az (144)
i=0 i=0

e per il rettangolo verde, 'area sara:

A; = f(a; + Az) - Az (145)
Quindi I'area totale S, sara data dalla somma di tutte queste singole aree:
N N
Sewp = > _ A= flai+ Ax)- Az (146)
i=0 i=0
Quindi riscrivendo la disequazione 140 si ha che:
N N
S fl@i)-Ar<S < flai+Ax)- Az (147)
i=0 i=0

Quello che si puo dimostrare ¢ che riducendo la larghezza dell’intervallo Az cio¢ al tendere di
Az — 0 ovvero aumentando in numero N di punti che dividono U'intervallo [6, 9] si ha che entrambe
le somme non vanno a 0 ma convergono esattamente ad S:

N N
Ghm ; flai) - Az = lim ; fle) Az =8 (148)
N N
NLHEOO ; flzi + Azx) - Ax = Alirgo ; flzi+Az) - Az =S8 (149)
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In particolare questa somma si indica con la notazione dell’integrale definito:

b
S:/ f(z)dz (150)

11 simbolo dell’integrale infatti ricorda la ¥ della somma e il prodotto f(x)dx proprio il fatto che
si vanno a sommare l’area di rettangoli infinitesimi di base dzx e altezza f(x).

Ma c’& qualcosa di piu profondo nell’uso di questa notazione perché c’e¢ un importante teorema
chiamato Teorema fondamentale del calcolo integrale che lega il valore dell’area S proprio alla
primitiva della funzione f(x):

Definizione 14 (Teorema fondamentale del calcolo integrale)

b

b
S:/f(:c)dx:F(:c) = F(b) — F(a) (151)

a

L’area S di una funzione f(z) & legata proprio alla differenza dei valori che la primitiva della fun-
zione f(x) assume negli estremi dell’intervallo considerato.
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7 Equazioni differenziali

Le equazioni differenziali sono equazioni nelle quali le incognite non sono delle variabili ma delle
funzioni: sono delle equazioni che coinvolgono le derivate di una funzione fino ad un certo ordine
(derivata prima, seconda etc).

Ad esempio ’equazione:
Y (@) = 2 (152)

¢ un’equazione differenziale che lega la derivata della funzione y(z) con la funzione z2.
In forma del tutto generale un’equazione differenziale si scrive come:

9(y(@).y' (@), y" (@), sy ™ (@) = f(2) (153)

intendendo dire con cid che la funzione y(z) e tutte le sue derivate fino all’n-esima® vengono

combinate tra di loro tramite una funzione g qualsiasi.
In particolare:

e si chiama ordine di un’equazione differenziale I'ordine n della derivata piu alta presente
nell’equazione;

e un’equazione differenziale si dice lineare se tutte le tutte le derivate considerate di y(x) sono
combinate linearmente tra di loro (sulle derivate di y di ogni ordine non & applicata alcuna
funzione);

e un’equazione differenziale si dice a coefficienti costanti se tutti i coefficienti che mol-
tiplicano le derivate della funzione y(x) sono delle costanti reali e non delle funzioni di
€T

e un’equazione differenziale si dice omogenea se f(z) = 0.

Ad esempio:
%y’(m) = 2
3y () + 2y (x) +e* =0
y " () +logy(x) = 0
22y (@) + () = sina
Allora:

e la prima equazione differenziale ha ordine 1 in quanto compare soltanto la derivata prima di
y(z), & lineare in quanto su 3’(z) non ¢ applicata alcuna funzione (& elevata alla potenza 1),
¢ a coefficienti costanti (1/v/3 € R) e non & omogenea in quanto f(z) = x?;

e la seconda equazione differenziale ha ordine 3 in quanto il grado piu alto di derivazione
¢ il terzo (y"”'(x)), € lineare anch’essa, a coefficienti costanti e non ¢ omogenea in quanto
fz) = —e™;

e la terza equazione differenziale ha ordine 4, non & lineare in quanto la funzione y(x) & com-
posta con il logaritmo che non e una funzione lineare, ¢ a coefficienti costanti ed ¢ omogenea
in quanto f(z) = 0;

e la quarta equazione differenziale ha ordine 5, non ¢ lineare in quanto la derivata prima di y(z)
¢ elevata alla seconda potenza, non ¢ a coefficienti costanti in quanto la derivata quinta di y(x)
¢ moltiplicata per 22 che non & costante e non & neanche omogenea in quanto f(x) = sin .

8ovviamente non & che in ogni equazione differenziale compaiono tutte le derivate fino all’ordine n: di volta in

volta ce ne saranno qualcuna
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7.1 Equazioni differenziali a variabili separabili

Le equazioni differenziali a variabili separabili sono equazioni del primo ordine del tipo:

y'(z) = f(z) - g(y) (154)
cioe delle equazioni che possono essere separate in modo tale che:

e a sinistra del segno di uguaglianza ci sta tutto cio che dipende dalla derivata prima della
funzione;

e a destra del segno di uguaglianza ci sta tutto cio che dipende dalla variabile x e dalla funzione
y(x). In particolare questa parte pud essere riscritta come il prodotto di una quantita che
dipende solo da z (la funzione f(z)) e una che dipende solo da y (la funzione g(y)).

Vediamo degli esempi?:

Y =y-x
2
Vo =042y
logy’ = (sinz + €%) - (4 4+ y%)
Questi sono tutti esempi di equazioni differenziali a variabili separabili nelle quali appunto si
possono identificare un blocco che dipende solo da y/(z), un altro blocco che dipende solo da y e

un altro che dipende solo da z.
Per risolverle, riprendendo la 154 e riscrivendola come:

W) _ (w) - otw)
dy(@) _ oy g
o) T4

In questo modo ho riscritto I’equazione differenziale in modo tale che a sinistra del segno di ugua-
glianza ho tutto cio che dipende dalla funzione y(x) (differenziale dy e funzione y(z)) mentre a
destra ho tutto cio che dipende dalla sola variabile x (differenziale dx e funzione f(x)).

Integrando allora:
1
—d :/ x)dx 155
[ = [ 1) (155)

Se F(z) e G(y(x)) sono rispettivamente le primitive di f(z) e 1/g(y), si ha:
Gy(z)) = F(x)+ k (156)

dove k ¢ una costante, con k € R.
Invertendo la precedente relazione, la soluzione dell’equazione differenziale a variabili separabili e:

y(@) = G (F(x) + k) (157)

7.1.1 Esempio

Vediamo un esempio relativo alla fisica: consideriamo il moto di un corpo di massa m nella gravita,
soggetto ad una forza di resistenza viscosa del tipo f = —fgv.
L’equazione del moto sara in forma vettoriale:

—

d
mg — BT = ma = md—z (158)

9si sottintende che y & una funzione di z ciog y = y(x)

35



Alessio Mattia Leonardi

Consideriamo un sistema di riferimento come quello mostrato in figura:

N
p) -y, Voo
R ]

|3

~

b, 2

Figura 18: Sistema di riferimento scelto

Allora ’equazione si scompone nelle componenti cartesiane come:

dvg
Pow =m=g”
(159)
dv
—mg — Bvy = md—ty
Che possiamo riscrivere come:
dv. + ﬁv =0
dt *
(160)
dv, B
@t Tm T Y

Quindi riconosciamo nella prima equazione, un’equazione differenziale del primo ordine, lineare, a
coefficienti costanti, omogenea mentre nella seconda, un’equazione differenziale del primo ordine,
lineare, a coefficienti costanti, non omogenea in quanto c’¢ un termine noto —g.

Entrambe le equazioni sono a variabili separabili.

Per quanto riguarda la prima, riscriviamo come:

duyg I}

a + —v:; =0
. _ B,

dt v
dvg

Ve _ B gy
Vg m

Quindi a destra del segno di uguaglianza ho tutto cio che dipende da v, che ¢ la mia funzione
del tempo da determinare mentre a destra dell’'uguaglianza ho cio che dipende dal tempo (una
costante moltiplicativa del differenziale dt).

Integrando e sfruttando il fatto che 8/m & costante:

/@@:_/ﬁﬁ
Vg m
/ dvy _ B dt

Vg m

B

Inv, = ——t+c
m

_B _B _B
'U:E(t)ze mt+C:6 mt.eczk.e m

Dove c e la costante di integrazione da determinare: poiché se ¢ € una costante arbitraria, allora lo
¢ anche e, abbiamo chiamato k = e°. L’importante ¢ che ci sia una costante a moltiplicare: che
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sia scritta come k o e non fa differenza, sono comunque dei fattori costanti.
Supponendo allora che all’istante iniziale (¢t = 0), la velocita lungo x fosse vg,, si ha:

Vor = 0, (0) =k-em 0=k 1= (161)

Quindi:
Ve (t) = vog €Mt (162)

dvy I5)
o =— 163
Riscriviamo come: J ﬁ
Uy
Y e 164
il (164)
E dividendo: p
vg = —dt (165)
g+ —vy
Integrando:
d
/ v / dt (166)
+ Ev
g mY
Per risolvere il primo integrale & conveniente fare un cambio di variabile:
s a B m

Nel cambio di differenziale si ¢ tenuto conto che la derivata di g rispetto a v, € 0 in quanto g € un
termine costante quindi ha derivata nulla. Al contrario (8/m) v, ha derivata 8/m.
L’integrale diventa:

/ dt

ﬂlnf— (t+¢)

Inf= —%(t—l—c)

Da cui ri-effettuando il cambio di variabile al contrario f — g + 5/mv,:

B B
1 — =——(t 168
1(o+2u)=-La+o (168)
Allora, tenendo a mente le considerazioni fatte precedentemente sulla costante moltiplicativa:
g+ﬁvy—e W) —emme . eTmt =g e m! (169)
Esplicitando vy:
Uy(t):% (a-e_%t—g) :b~e_%t—% (170)

.....

voy =vy(0) =b-emP — — =b— — (171)
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Da cui:

Allora infine:

Quindi riassumendo:
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7.2 Equazioni differenziali lineari

Un paragrafo a parte € necessario per enunciare un teorema importante per la risoluzione delle
equazioni differenziali lineari ovvero del tipo:

ao(2)y + a1 ()Y + ... + an(x)y™ = f(z) (175)

dove cioe tutte le derivate delle funzioni y sono combinate tra di loro linearmente ovvero su di esse
non ¢ applicata alcuna funzione. Non ci sard mai ad esempio un (y')? o un /3’ e via discorrendo.
Ricordiamo poi che in particolare un’equazione differenziale si dice omogenea quando f(x) = 0:

ao(z)y + a1 (2)y' + ... + an(2)y™ = 0 <= equazione omogenea (176)
Per le equazioni differenziali lineari vale che:

Teorema 1 La soluzione di un’equazione differenziale lineare generica:
ao(@)y + a1 (2)y' + - + an(@)y™ = f(x) (177)

si puo scrivere nella forma:
y(2) = yo(z) + yp()

dove yo(z) ¢ la soluzione dell’equazione differenziale omogenea che possiamo associare all’equazione
differenziale 177 di partenza mentre y,(z) é una soluzione particolare dell’equazione differenziale
177.

Questo significa che ogniqualvolta abbiamo in esame un’equazione differenziale lineare, possiamo
sempre andare a considerare prima ’omogenea associata, ovvero la stessa equazione differenziale di
partenza ma con il termine f(z) = 0. Risolta questa, se sappiamo gia che una soluzione particolare
dell’equazione differenziale & una certa y,(x), allora sommandola a quella precedentemente trovata
si determina la soluzione dell’equazione di partenza.

7.2.1 Esempio

Ad esempio se consideriamo:
y"(x) =k x® (178)

L’equazione omogenea associata é:
y"(x) =0 (179)

che si risolve integrando tre volte consecutive la relazione precedente per passare da vy’ (z) — 3" (),
da y"(z) = y'(z) e da y'(x) — y(=):

1
Yy = d(dyx) — 1y (x) = /y’”(x) dx = /Odw =q

!
"= % — i (z) = /y"(l”)dx = /01 dr = 1w + c2

d
y’:d—y—>y(a:):/y'(x)dx:/clx—i—chx:%x2+02x+03
T

L’uguaglianza nel primo integrale & dovuta al fatto che l’equazione omogenea & proprio y"’(x) =0 e
quindi nell’integrale al posto di y"’(x), ci si mette 0. Poi a cascata tutti gli altri integrali si risolvono
sfruttando quanto si ricava dalla riga precedente: nella prima riga si ricava che y”(z) = ¢; e quindi
quando si integra y” (), sostituiamo ad essa 1’espressione ¢y + ¢z e cosl anche nel terzo passaggio.
Quindi la soluzione dell’equazione differenziale omogenea é:

Yo(2) = c12” + com + c3 (180)
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dove ¢y, ca e c3 sono le tre costanti di integrazione (c¢1/2 & ancora una volta costante e possiamo
riscriverlo semplicemente come ¢y).

Questa ¢ la soluzione dell’equazione omogenea associata: dobbiamo poi trovare la soluzione parti-
colare.

A partire da 178, integrando tre volte consecutivamente, in modo del tutto simile a quanto fatto
precedentemente:

Notiamo che in questi integrali non compaiono le costanti arbitrarie di integrazione: questo perché
noi stiamo cercando una soluzione particolare, cioe specifica, determinata dell’equazione diffe-
renziale. Quindi stiamo scegliendo una soluzione con una scelta ben specifica delle costanti di
integrazione: sostanzialmente ogni volta che facciamo l'integrale, mettiamo a 0 la costante arbi-
traria perché stiamo scegliendo la soluzione particolare di quell’integrale che ha la costante nulla.
Ovviamente avremmo potuto scegliere una costante diversa ma a fini della soluzione dell’equazione
differenziale non sarebbe cambiato nulla: meglio scegliere la soluzione piu comoda.

Allora la soluzione particolare e:

6

Yp(x) =k - 120 (181)
Allora la soluzione dell’equazione differenziale 178 sara:
6

X
y(x) = yo(x) + yp(z) = 12> + cow + 3 + k - 0

5 (182)
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7.3 Equazioni differenziali lineari del primo ordine
Un’equazione differenziale lineare del primo ordine ¢ del tipo:
y'(z) +a(z) - y(x) = f(2) (183)

Questa equazione non ¢ a coefficienti costanti (e neanche omogenea) perché a(x) ¢ una funzione di
T e non una costante.
Secondo quanto abbiamo visto nel Teorema 1, la soluzione si trova in tre passaggi:

1. risolvere I’equazione omogenea associata all’equazione 183;
2. trovare la soluzione particolare dell’equazione 183;

3. sommare le due soluzioni.

Step 1.
L’equazione omogenea associata all’equazione 183 é:

y'(z) +a(z) y(x) =0 (184)

che & un’equazione differenziale a variabili separabili:

= —a(z 185
T — o) (185)
Tenendo presente che y' = dy/dx si ha:
dy(x)
= —a(z)dz 186
) — (o (156)

Per integrare, ricordando che 'integrale di 1/y & il logaritmo di y

%:—/a(x)dm

1ny:—/a(m)dm—|—k

y(x) — e—fa(r) dz+k
E quindi:
Yo(z) = C - e A (187)
dove:
Ax) = /a(x) dx (188)
Step 2.

11 secondo step consiste nell’andare a determinare la soluzione particolare dell’equazione 183.
Si puo dimostrare che essa ¢ fornita da:

() = ([0 o) (189)
dove A(x) & come in 188.

Step 3.
La soluzione generale dell’equazione differenziale 183 ¢ fornita dalla somma di y,(z) € y,(z):

y(z) = e 4@ (/f(x)eA(”) dzr + C’) (190)

dove:

A(z) = /a(x) dx (191)
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7.3.1 Esempio

In regime laminare un corpo di massa m che cade verticalmente all’interno di un fluido incontra
una forza di resistenza A che dipende proporzionalmente dalla sua velocita .
Nel caso di un corpo sferico di raggio R, si ha la cosiddetta legge di Stokes:

A= —6mR7T (192)

dove 7 ¢ la wviscosita del fluido e il - indica che agisce in direzione opposta a quella del moto.
Possiamo allora considerare un corpo sferico che sta cadendo verticalmente, attraversando fluidi
via via pil viscosi: possiamo ipotizzare cioe di parametrizzare n come:

k
n:=n(t) = n t>0 (193)
Cioe invece di considerare i vari diversi valori di 77 che corrispondono ai vari fluidi, possiamo scrivere
che n ¢ un valore k£ che aumenta nel tempo con la legge 193.
La nostra legge di Stokes possiamo scriverla come:

- _gg (194)

dove B = 67kR.
Allora I'equazione del moto (mettendo come nell’esempio 7.1.1 I'asse y verso I’alto) si scrive come!?:

- dv
mg+ A :m&':md—z (195)

Poiché il moto avviene lungo la sola direzione y (& in caduta verticale):

B dv,
—mg — ?’Uy(t) = md—ty (196)
Ovvero:
dvy, p1
2Ty == 197
at mtr I (197)
Usiamo direttamente la soluzione fornita dall’equazione 190, riconoscendo che:
p1 p
el At) = =1 1
a(t) o — A() a(t)dt - nt (198)

Quindi:
’Uy<t) — e—B/m Int (/(_g) eﬁ/mlnt dt + C> (199)
= ¢ B/m. (—g/tﬁ/m dt + C) (200)

B tB8/m+1
_B/m. (_gﬁ/er + C) (201)
t —B/m
= T LC.B (202)
=-—mgg—+ C-t=hm (203)

Otrascuriamo la spinta di Archimede
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Imponendo una condizione iniziale del tipo v(t1) = vy ovvero che all’istante di tempo ¢; > 0 al

.....

3]

B+m
C-t,7P™ = vy +myg

vy = —mg +C -ty 7Bm

tq
B+m

1 mg
€=z (4 520
t (0 B+m"

Allora la soluzione é:

B mg mg £\ A
Uy(t)——ﬁ+mt+<ﬂo+ﬁ+mt1) (2‘,‘1>

_ mg mg t1 B/m

=gt (o ) (%)

B g g t B/m

g (o ) (3) o

E interessante studiare questa soluzione per tempi lunghi ovvero quando ¢t — +oc.
Vediamo che:

lim A= lim 67T§RU =0 (205)

t—+o0 t—+o00
cioe all’aumentare del tempo la forza resistente dell’attrito viscoso tende a 0 perché il corpo sta
attraversando materiali che oppongono via via sempre meno resistenza.

Di conseguenza il contributo dell’attrito diventa sempre piu trascurabile e il moto diventa sostan-
zialmente un moto in caduta libera del tipo:

duy

meY

dt

Infatti come si vede dalla soluzione 204, per t — 400 il termine (¢,/t)%/™ — 0 (8/m > 0).
Quindi per tempi asintotici la soluzione e:

= —mg (206)

g
t : t)=——"—1 207
st )=~ (207)
che ¢ sostanzialmente la legge del moto di caduta libera per il quale la velocita va come:
vy (t) = —gt (208)

che & esattamente 1'equazione 207 per 8 = 0 (caso senza attrito viscoso).
Se si sviluppa in serie la soluzione 207:

vy (t) = —% t=—gt <1 + Ti>_ (209)

— <1 By (ﬁ)Q _ (i)d n (fj i ) (210)

Quindi al primo ordine possiamo approssimare:

vy(t) ~ —gt + %t (211)

Ovvero quanto detto precedentemente: un moto in caduta libera (—gt) che viene rallentato dalla

presenza del fluido viscoso (+8/mt) che agisce accelerandolo verso I'alto (¢’¢ un + nella componente
dovuta all’attrito viscoso), cioé ne frena la caduta.
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7.4 Equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti co-
stanti

Un’equazione differenziale del secondo ordine (a coefficienti costanti) ¢ del tipo:
y'(@) +a-y'(z) +b-y(z) = f(z) (212)

dove a, b sono delle costanti e non delle funzioni di z.
Anche in questo caso partiamo dall’equazione omogenea associata all’eq.212.

Step 1. L’equazione omogenea associata e:
y'(@) +a-y(x) +b y(z) =0 (213)

Si ricerca una soluzione del tipo:
Yo(z) = M (214)

Sostituendo all’interno dell’equazione omogenea 213, si ottiene 1’equazione:

(X +ar+b=0] (215)

che ¢ detta equazione caratteristica.

Risolvendo quest’equazione (che & semplicemente un’equazione algebrica di secondo grado) si pos-
sono ottenere 3 casi distinti, a seconda che le radici A1, Ay siano reali e distinte, reali e coincidenti,
complesse e coniugate che corrisponde ad avere rispettivamente il A = a? — 4 - b maggiore a zero,
uguale a zero o minore di zero:

1. A >0— A, A\ reali e distinte:
Allora la soluzione ¢ definita dalla somma dei due esponenziali:

Yo(x) = c1eM7 + ce™?* (216)

dove c1, co sono le due costanti di integrazione.

2. A =0 — A, A\ reali e coincidenti:
Allora la soluzione ¢ definita da:

Yo(z) = (1 + ¢o - 2)e® (217)

dove c1, co sono le due costanti di integrazione e Ay 'unica soluzione dell’equazione caratte-
ristica A\g = A1 = Ag.

3. A <0 — A1, A2 complesse e coniugate:
In questo caso conviene riscrivere A\; o = oo £ ¢/ ed avere che ancora una volta la soluzione e
definita dalla somma di due esponenziali complessi:

Yo(x) = k1eM® 4 koet2® (218)
dove k1, ko sono le due costanti di integrazione.

Ricordando come sono stati definiti A; 2 nei termini di & e 8 e che €' = cosz +isinz, si ha
che:

’ Yo(x) = €*(cq cos fx + co sin fx) ‘ (219)

dove con ¢, c¢o si sono ridefinite le costanti ¢y = k1 + ko e co = (k1 — ko) d.

44



Alessio Mattia Leonardi

Step 2.

Occorre ora trovare la soluzione particolare dell’equazione differenziale 212: sfortunatamente non
esiste una formula generica ma deve essere valutata caso per caso.

Tuttavia puo esser dato un criterio abbastanza generale detto di ”somiglianza” che consiste nel
ricercare una soluzione particolare come una funzione simile ad f(z).

Ad esempio se f(z) & un polinomio P(xz) di grado m si ricerchera la soluzione particolare come un
polinomio P (z) anch’esso di grado m.

Se invece ad esempio la funzione f(x) ¢ un seno o un coseno, si ricerca la soluzione come una
combinazione di seno e coseno.

7.4.1 Esempio

Un classico esempio di equazione differenziale del secondo ordine ¢ il moto oscillatorio di una massa
attaccata ad una molla intorno alla posizione di equilibrio su un piano orizzontale come mostrato
in figura:

Figura 19: Moto di una massa attaccata ad una molla

Allora ricordando che la forza di richiamo della molla ¢ f; = —kZ, il secondo principio della
dinamica si scrive come:
CT_p 220
mﬁ = fe=—k& (220)
Poiché il moto & unidimensionale:
mi +kx =0 (221)

Chiamando w = /k/m, l'equazione differenziale assume la forma:
T+wr=0 (222)

che € un’equazione differenziale lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti.

Ricercando soluzioni come x(t) = e, si giunge alla seguente equazione caratteristica:
M4 w?=0 (223)
che ha soluzioni:
A= diw (224)

Allora la soluzione dell’equazione differenziale e:
z(t) = k€™t + koe™ ™" = ¢ coswt + cosinwt (225)

che puo essere riscritta come:
x(t) = Asin(wt + ¢) (226)

dove A = \/c? +c3 e tanp = c1/ca.
Possiamo allora poi considerare che il nostro sistema sia soggetto ad una forzante esterna, costante
nel tempo che possiamo schematizzare come una forza di intensita F. L’equazione differenziale si
scrivera come:

Ptwir=F (227)
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Sappiamo che per risolverla dobbiamo passare prima per 'omogenea associata ('eq.222) la cui
soluzione e l’eq. 226.

Per quanto riguarda la particolare, possiamo ad esempio provare a cercare la soluzione come una
costante C' visto che la funzione f(x) ¢ anch’essa una costante:

zp(t) =C (228)
Inserendo all’interno dell’equazione differenziale di partenza (227), si ha:
ip+wiz,=F

a(C)

e +w?C=F

Poiché la derivata di una costante ¢ nulla e di conseguenza anche la sua derivata seconda sara
nulla:

WwiC=F (229)

ovvero scegliendo:

F

z(t) = C= (230)

si ottiene un’identita nell’equazione 229 il che corrisponde (risalendo al contrario) ad una soluzione
particolare dell’equazione differenziale di partenza (227).
Allora la nostra soluzione generale sara data proprio da:

z(t) = xo(t) + zp(t) = Asin(wt + @) + % (231)
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7.5 Equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti costanti

La tecnica che abbiamo descritto precedentemente per la risoluzione delle equazioni differenziali
omogenee del secondo ordine ha una valenza del tutto generale e puo essere applicato ad un’equa-
zione differenziale a coefficienti costanti omogenea qualsiasi, di qualunque ordine.

Data infatti I’equazione:

an - Y@ + an_1 -y V@) F aneg YD+ tas-y (@) Far -y +ag-y(x) =0 (232)

nella quale compaiono in generale dalla derivata prima y’ della funzione y(z) alla derivata n-esima

y(™ | si pud sempre ricercare come soluzione come la funzione y(z) = e,
Sostituendo e derivando n volte si ottiene ’equazione caratteristica:
A N "+ an1 A"Vt N2+ a4 a- A+ ag=0 (233)

che ¢ un’equazione algebrica di grado n in A.
Una volta trovate tutte le radici dell’equazione, allora:

e se tutte le radici \; hanno molteplicita uno (cioe¢ tutte le \; si ripetono una e una sola volta
ovvero le A; sono tutte distinte tra loro), allora la soluzione dell’equazione differenziale & data
dalla somma degli n esponenziali:

y(x) = 1M 4 ™% £ .+ e’ (234)

e se una delle radici A ha una certa molteplicita m, allora la soluzione dell’equazione differen-
ziale sara sempre data dalla somma degli n esponenziali ma per quanto riguarda la k-esima
radice il suo termine sara costituito da una somma delle funzioni e*® zer+®, .. 2™ leAr®:

-1 AnT

e’\’“:”—i—ckﬂe)"“*”:—i—...—l—cne
(235)

y(z) = 01e’\”—i—...—i—ck,le)"“*”—i—ckl e)‘”—i—ckzxe’\”—l—...—i—cm,lxm

Nel caso in cui ’equazione non sia omogenea, si deve sempre ricercare la soluzione particolare
(con il metodo della somiglianza o altri che si studieranno pilt avanti) e poi sommarla a quella
dell’omogenea associata per ottenere cosi la soluzione totale.
7.5.1 Esempio
Consideriamo ad esempio ’equazione:

y VI — 219D 4184y (V) — 8705 V) 4 2389y — 3789y" + 3186y’ — 1080y = 0 (236)

E un’equazione differenziale lineare omogenea del settimo ordine (compare la derivata settima).
Utilizzando la tecnica precedentemente descritta, cercando soluzioni come e**, si ottiene la seguente
equazione caratteristica:

AT — 2108 4 184)\5 — 870A* 4 238973 — 3789A2 + 3186\ — 1080 = 0 (237)
Che puo essere riscritta come:
A=A =2)A=3*A=4)(A=5)=0 (238)

Quindi la nostra equazione caratteristica ha 7 radici, di cui una (A = 3) di molteplicita 3.
Allora per quanto riguarda le radici con molteplicita 1 avremo come soluzioni le funzioni:

ANi={A=1A=2A=4,A=5} — y(z) = {e*, ¥, ', "} (239)
Per quanto riguarda la radice A3 = 3 che ha molteplicita 3, le funzioni soluzione saranno:
N ={A=3} — y(a) = {7, 2e®*, 2%’} (240)
Quindi, tenendo presente I’eq. 235, la soluzione dell’equazione é:

y(x) = c1€” + coe®® + 3,3 + 3,237 + c3,2%3" + 4™ 4 c5eP” (241)
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Una volta finito di leggere il materiale, ti chiedo gentilmente di compilare un breve questionario
per capire quanto sono state utili queste note.
Puoi trovare il questionario al seguente link:

https://forms.gle/VknDegmjZ8XquwiXY6

Ti ringrazio per la tua partecipazione e aiuto!

48


https://forms.gle/VknDegmjZ8XqwiXY6

	Funzione di una variabile: RR
	La retta secante
	Esempio

	La retta tangente
	Esempio

	Il differenziale
	Esempio


	Regole di derivazione
	Somma di due funzioni
	Prodotto di due funzioni
	Rapporto di due funzioni
	Regola della funzione composta o regola della catena

	Funzione a più variabili: RnR
	La derivata in R2
	Esempio

	Il differenziale in R2
	Il caso di Rn

	Integrazione indefinita
	Tecniche di integrazione
	Integrali per parti
	Integrali per sostituzione (1)
	Integrazione per sostituzione (2)


	Integrazione definita
	Il problema delle aree
	Equazioni differenziali
	Equazioni differenziali a variabili separabili
	Esempio

	Equazioni differenziali lineari
	Esempio

	Equazioni differenziali lineari del primo ordine
	Esempio

	Equazioni differenziali lineari del secondo ordine a coefficienti costanti
	Esempio

	Equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti costanti
	Esempio



