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Esercizio 10 - Prova di esonero 2014/2015

Un elemento cristallizza nella struttura cubica semplice con parametro reticolare a = 0.20 nm. L’elemento
e trivalente e di questi tre elettroni due occupano un orbitale p, ed uno occupa un orbitale s. Utilizzando

I’approssimazione del legame forte nella forma

Ei(k) = B — o — Z Yi(R)exp™ % (i =p,s)
éep.v.

dove %(ﬁ) ¢ lintegrale di hopping, E, — o, = =5.2 eV, E; —as = 4+2.0 €V, |7,| = 0.6 eV, |75] = 0.5 eV, ¢
limitando 'interazione ai primi vicini:

1. scrivere ’espressione esplicita di EZ(E) per le due bande di energia;

2. trovare i valori della gap interbanda E; e la massa efficace degli elettroni di conduzione al punto I' = (0, 0, 0)

dello spazio k;

3. trovare lungo la direzione (1,0,0) il modulo della velocita di gruppo @, e calcolarne nel punto (g, 0, O) il

valore numerico;

4. utilizzando il modello dell’elettrone quasi libero e assumendo una massa efficace isotropa e pari alla massa

dell’elettrone libero mg, trovare il valore della velocita di Fermi vg.

Soluzione

1. I primi vicini sono 6 e sono individuati dai vettori R= (:I:g, 0, 0) , (O7 +7, O) , (0, 0, :i:%)

Per la banda p si ha v, < 0 nella direzione 2 e v, > 0 nella direzione £ e {J, mentre per la banda s si ha

vs > 0 in tutte le direzioni. Per cui:

Ep(lg) =E, — a, — 27y, cos kya — 2y, cos kya — 2, cosk.a
=FE, — a, — 2vp(cos kya + cos kya — cos k,a)

= —5.2 — 1.2(cos kya + coskya — cosk.a) (eV)

E, (E) = FE; — g — 255 cos kpa — 27,y cos kya — 27, cosk,a
=FE, — a5 — 2vy5(cos kya + cos kya + cos k,a)
= 42.0 — 1.0(cos kya + cos kya + cosk,a) (eV)

2. 1l valore della gap al punto I é:
E,I)=E,T)-E,(I')=420-1.01+14+1)—(-52—-12(14+1—-1)) eV=54¢eV

Gli elettroni di conduzione sono quelli in banda s, che & parzialmente piena (la banda p & piena). Per

questi elettroni le componenti del tensore di massa efficace sono:

O?E, (k)
Ok; 0k,

mij = h2

Per la banda s il tensore ¢ diagonale:

h2
2a2v4 cosk,a’

h2
2a2v; cos kya’

h2

S 4 E -
2a2v, cos kya’ (k)

mmr(E) = myy(lz) =



Al punto I' i tre elementi sono uguali e valgono:

. 1.054 - 107345 - 6.583 - 10~ 16e-Vs
" = mp (1) = 1y (T) = m= (1) = 2-(2-100m)2 - 0.5eV

=1.73-107%Kg

. La velocita di gruppo e data da:

C10E(k) 1 .
Al T ﬁ2afys sin(k;a)

(U (F))
Lungo la direzione (1,0,0) si ha (k, = k. = 0), per cui:
Lo 1 . .

Ug(k) = ﬁ2a75 sin(k;a)#

il cui modulo nel punto (g, 0, O) vale, come prevedibile:
. 1 .

|Ug(m/a,0,0)| = ﬁ2a'ys sin(m) =0

. Calcoliamo il kfr e la velocita di Fermi:

ol

Mo

=1.79-10° m/s

Vp = = V

1
_ hk’i _ h (37T2N) s — h (37T2)
mo mo a



Esercizio 11 - Esame I 2014/2015

Gli stati elettronici di valenza di una catena lineare monoatomica con N= 102 siti e di passo reticolare a = 0.2
nm con condizioni periodiche al bordo sono ben descritti, in approssimazione ad elettroni indipendenti, da
una base ortonormale di due diversi orbitali |[A> e |B>, entrambi di simmetria s, su ciascun sito della catena.
Gli elementi di matrice dell’Hamiltoniana elettronica sono tutti nulli salvo quelli diagonali (stesso orbitale
e stesso sito), che valgono rispettivamente ¢4 = —1 eV e eg = 4 €V, e quelli fra orbitali dello stesso tipo
centrati su siti primi vicini, che valgono rispettivamente t4 = 3 eV e tg = 1 eV. Gli atomi della catena sono
bivalenti ed il sistema si trova allo zero assoluto. Dopo aver scritto le espressioni delle due bande E4(k) e

Ep(k) ed averne tracciato un grafico approssimativo,

1. si determini I’energia di Fermi Er del sistema;

2. si stabilisca se il modello ha comportamento metallico o isolante;
3. si calcolino le velocita di gruppo degli elettroni con energia Ep;
4. si calcoli il valore dell’energia elettronica totale Epor.

Si fa presente che la densita degli stati per una generica banda e(k) di una catena lineare di lunghezza L,

senza molteplicita di spin, ¢ data dall’espressione:

Integrali utili:

/\/;lxﬁ:arcsin(x)—i—c /\/lxﬁdx:—\/l—gﬂ_FC
-z -z

Soluzione

Le due bande sono:

E4(k) =€a4 —2tacos(ka) = —1 — 6cos(ka) (eV)
Ep(k) = ep —2tpcos(ka) =4 — 2cos(ka) (eV)

Per la banda A: il minimo vale €4 — 2t4 = —7 eV e il massimo €4 + 2t4 = 5 e€V. Per la banda B: il minimo
vale eg — 2tg = 2 €V e il massimo eg + 2tg = 6 eV. Le bande risultano quindu sovrapposte, come si vede

anche dalla figura.

1. Poiche gli atomi sono bivalenti, nelle due bande vanno posizionati 2N elettroni. Le bande saranno dunque
riempite dal rispettivo minimo al livello di Fermi. Indichiamo con k; il vettore d’onda per il quale
Eg(k1) = EF e con ko quello per cui E4(ky) = Ep. Sfruttiamo due condizioni: la prima ¢ che ci devono
essere 2N stati nei segmenti —k; < k < k1 e —ko < k < ko, quindi utilizzando la densita degli stati nello

spazio k ed inserendo la degenerazione di spin si ha:

2kq 2ko
2N =2 (27T + 27r>
L L

da questa risulta k; = = — k. La seconda condizione da sfruttare ¢ che E4(k2) = Ep(k1):

—1 —6cos(kea) =4 —2cos(kia) =4 — 2cos(m — kaa) =4+ 2cos(kra) = cos(kqa) = %5 = —0.625



E quindi possiamo calcolarci ’energia di Fermi del sistema:
Ep = Ea(ks) = —1 — 6 cos(kza) eV = —1—6-(—0.625) eV = 2.75 eV
Controlliamo anche che Fg(kia) = Ep:

Erp = Ep(k1) =4 —2cos(k1a) eV =4 —2-(40.625) eV = 2.75 eV
Soluzione alternativa: conteggio degli stati tramite la g(E):

Calcoliamo la g(E) per la generica banda F(K) = € — 2tcos(ka) (dove va aggiunto il fattore 2 per la

degenerazione di spin:

2L 1 2L 1
9(E) = —5—— =

2L B 2N
7 2atsin(ka) 7 2at\/1 — cos?(ka) B E(k)—c)>
2ty 1 (24)

Il numero di elettroni con energia tra Ey ed Es, n(E1, E2) ¢ dato da:

TL(El,EQ) = L 2g(E)dE

Questi integrali si calcolano facendo il cambiamento di variabile z = £5<

ﬂ arcsin E — arcsin By —e
m T —2t —2t

a) 2N elettroni devono stare nelle due bande tra i rispettivi minimi e il livello di Fermi

Ej—c
—2t

E, 1* —2t

Eqo

EF EF
2N = gA(E)dE+/ 9B (E)dE

ea—2ta eg—2tp



2N Er — Er —
2N = — |arcsin(1) — arcsin AT arcsin(1) — arcsin “E— B
™ —QtA —2tB
2N . (B —€a . (Er —€p
= — |7 —arcsin | ———— | — arcsin | ———
T —2t4 —2tp
da cui:

. . (Er —€a . . (Er —€B . . (Er —€B
sin [ arcsin [ ———= | | =sin | —arcsin | ———— ] | = —sin | arcsin | ——=
—2t 4 —2tp —2tp

Er—esx FEp—e¢p

—2ta 2tp
EF:GAB+€BA: 1)+ 3eV:f:2.75eV
ta+tp 3+1 4

Questo ¢ equivalente a:
b) Gli elettroni con energie tra Ep e il massimo della banda E4 (5 eV) devono riempire la banda Ep tra

il suo minimo e E, a causa del fatto che sono sovrapposte:

ea+2ta Er
/ ga(E)dE =/ 98(E)dE
Er €B

2N Er — 2N Ep —
— {— arcsin(—1) 4 arcsin (FEA)] = — [— arcsin (FeB> + arcsin(l)]
™ ™

—2t4 —2tp
da cui:
. . (B —€a . . (Er —e€p . . (Er —€B
Sin | arcsin —_— = S1n 27T — arcsin — — — S1n | arcsin e—
—2t4 —2tp —2tp

t t —-1-(1 4.3 11
gy Gpteapta  —1-M)+4-3 o 1L, o0y

ta+1tp 3+1 4

. Il sistema ha comportamento metallico a causa della sovrapposizione delle due bande.

. Con energia pari a Er ci sono due gruppi di elettroni, quelli con momento +k; e quelli con momento +k,.
Elettroni sulla stessa banda avranno velocita di Fermi uguale in modulo e con verso opposto. Calcoliamo

la velocita di gruppo di ciascuna banda:

1|dFE k
vap(k) == A’iB() 2atABsm ka)| 2atAB 1 — cos?(ka)
’ h dk

I moduli delle due diverse velocita di Fermi sono:

v = |vf (ky)] ‘2atm/1 ~ cos?(kaa) ’— - 10 —2.02-107°-3y/1 - 0.625% = 14.2- 10> m/s
vp = |vi (k)| = 7 ‘QGtB\/l - COSQ(kla)‘ = W 2-0.2-1077 - 1y/1 — 0.6252 = 4.74 - 10° m/s

. L’energia totale ¢ data da:

Ep Ep Er
Eror = E g(E)dE = Ega(E) dE'—|—/ Egp(E)dE =FEs+ Ep

—00 ea—2tp ep—2tp



I due integrali da calcolare sono uguali fra loro a patto

1

di scambiare il pedice A con B:

2N d
Fy=— 1’ (72tASC+€A)
™ Ep—ca 1 — 22
=lre
2N Er—ea\’ Ep —
= —2tA\/1 — (iQt,:A) + €4 (— arcsin (i%;‘) + arcsin(l))
2N Er—e€y 2 . EFr—eqy ™
=" |-2 1— | =—= — = 4 -
- tA\/ ( Y ) + €4 ( arcsm( "ot ) + 2)
2N 3.75\° 3.75
=— |—-6eVy/l—(— ) —1eV|—arcsin| — —l—z
T —6 —6 2
=2N - (—2.206) eV = —4.412 - 10%® eV
- 2N EF — € 2 . EF — €p 71'
Ep = o QtB\/l (—2753> +e€p arcsin T + 5
2N ~1.25\° ~1.2
=— |—2eVy/1l— 75 + 4 eV | —arcsin 75 —|—z
p -2 -2 2
= 2N -(0.643) eV = 1.286 - 10** eV

Eror = Es+ Ep = —3.126-10% eV



Esercizio 12 - Esame IT 2014/2015

Si consideri un ipotetico reticolo quadrato nel piano x-y, con distanza interatomica a ed un atomo monovalente
di orbitale f5 su ogni sito ('orbitale & mostrato in figura). Utilizzando il metodo del legame forte, ’energia

della banda risultante si puo scrivere come:

(k) = Ey — 3 4(R) explik - )
R+0

dove R indica un vettore appartenente al reticolo, e 7(1%) e l'integrale di trasferimento dato da:

() = — / & (MAV (Po(F — B)dr

V e il potenziale cristallino, ¢ & la funzione d’onda dell’elettrone nell’orbitale f. Per I'orbitale considerato si
ha Ey =3 eV. Il valore in modulo dellintegrale di trasferimento tra due siti primi vicini lungo & & |v,| =0.5

eV e lungo g ¢ |y,| =0.3 eV.
1. Scrivere l'espressione della banda risultante in approssimazione a primi vicini.

2. Disegnare 'andamento delle bande di energia nelle direzioni (1,0) e (0,1) della prima zona di Brillouin e

valutare la larghezza di banda in questo grafico; le direzioni sono fornite in unita di 7/a.

3. Ricavare le componenti della massa efficace e calcolarne il valore numerico per un elettrone a centro zona.

Sia il parametro reticolare a = 2.2 A.

4. Si includa l'interazione a secondi vicini, scrivere I’espressione della nuova banda e rivalutarne la larghezza

lungo le stesse direzioni. Sia l'integrale di trasferimento tra due atomi secondi vicini y= - 0.1 eV.

vl
N

—da— X X

©.1)

zona di Brillouin

Soluzione

1. La banda nell’approssimazione a primi vicini (R, = (£a,0), ﬁy = (0,+a)) &

E(E) =FEy— v, (eik““ + e_ik““) — Yy (eikya + e_iky“) = Ey — 27, cos(kza) — 2, cos(kya)

Segni degli integrali di trasferimento (vedi figura):
e Lungo & la sovrapposizione & negativa, per cui v, < 0 e scriviamo v, = —|7z|-
e Lungo y la sovrapposizione & positiva, per cui v, > 0 e scriviamo v, = |7,].

La banda la riscriviamo come:

E(E) = Ep + 2|7y, cos(kza) — 2|7yy| cos(kya)



2. Lungo la direzione (1,0), k, varia tra 0 e 7/a e k, = 0, per cui la banda é:
€(kz,0) = Eo + 2|7z| cos(kza) — 2|y,
Lungo la direzione (0,1), k; = 0 e k, varia tra 0 e 7/a, per cui la banda é:
€(0,ky) = Eo + 2|7z — 2|y | cos(kya)
Le bande lungo queste due direzioni sono mostrate in figura (linee continue).

€(0,0) = Eo + 2|v| — 2|7y = (3+1—0.6) eV =3.4 eV
€(Z,0) = By — 2lv.l =2l = (3-1-0.6) eV =14 ¢V
6(07 %) = EO +

(eV)

S S(O,ky)
— — &k ,0) (secondi vicini)
- S(O,ky) (secondi vicini)

I BT

Dal grafico si valuta facilmente la larghezza della banda, il minimo ¢ in (7,0) e il massimo in (0, 7):
I'=¢0,2)—€e(%2,0) = (46 —14) eV =32¢eV.

’a



=\ -1
3. Le componenti del tensore di massa sono definite da: my; = = h? ( g;_egl? ) dove 1,7 = x,y. Nella banda
iORj

non compaiono termini misti in k., ky, per cui il tensore posswde solamente gli elementi diagonali:

2h—2 O
(ks biy) = (‘2“ efeethen) . )

0 207y cos(hya)

Un elettrone nel centro zona (k;=0 e k,=0) ha dunque:

2

* 0,0)= ———— =-143-1072° K
mma:( ’ ) 2|'}’z|a2 g
hQ 30
* (0,0) = =239.107%" K
"0 = 5 a2 ’

. In un reticolo quadrato i secondi vicini sono 4 e sono individuati dai vettori R = (£a,+a). La nuova

banda & dunque:

¢ (k) = Eo + 2|7, | cos(kqa) — 2|7y | cos(kya) 'yZe’k R

= Bo + 2]y cos(kea) — 20y, | cos(kya) w( hatthye) | ilhaa—hye) | il-heathya) | gil-hea—hye))
= Ej + 2|y, | cos(kza) — 2|7y,| cos(kya) — 7 [e”‘ @ (eikya + eﬂky“) + ¢ thaa ( ikya 4 o—ik a)]

= Eo + 2|7, cos(kga) — 2|yy| cos(kya) — 7 ( thea 4 =ik “) ( thya 4 =ik “)

= Ey + 2|vz| cos(kga) — 2|y, | cos(kya) — 47 cos(kza) cos(kya)

Le nuove bande lungo le due direzioni (1,0) e (0,1) sono mostrate nella stessa figura (linee tratteggiate).

€'(0,0) = (3.4 —4(=0.1)) eV = 38 eV
¢'(Z,0) = (14— 4(=0.1)(—1)) eV = 1.0 eV
€(0,T) = (4.6 — 4(=0.1)(—1)) eV = 4.2 eV

213

e la larghezza di banda rimane invariata:
I"=(42-1)eV=32¢eV



