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Stima Intervallare

I metodi di stima puntuale dei parametri come il MMV e MMQ determinano il valore
puntuale dei parametri incogniti che compaiono nelle pdf della variabili aleatorie di cui
si è acquisito un campione di una certa dimensione.

Questi metodi tuttavia non sono in grado di determinare l’intervallo

λinf ≤ λ ≤ λsup

che contiene il valore vero del parametro con una probabilità β.

Questo intervallo è detto Intervallo di confidenza (i.c.) con contenuto di probabilità,
detto comunemente Livello di Confidenza, β
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Fattore di Copertura

Se si vuole essere ragionevolmente sicuri che il valore vero sia contenuto nell’i.c. si
sceglierà per β una valore sufficientemente grande come il 90% o il 95.% o il 99%.

Usualmente in fisica la valutazione dell’incertezza u di un parametro è data dalla
deviazione standard che, se la pdf del parametro è normale ha un livello di confidenza
pari a β =68.3%.

Per aumentare il livello di confidenza (tecnica in uso presso i costruttori di strumenti di
misura) si introduce l’incertezza Estesa U = ku, dove k è detto di fattore di copertura.
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Distribuzione Normale dei dati – µ e σ noti

Supponiamo che X sia distribuita in modo normale N(µ, σ2), (oppure che X sia la
media di un numero sufficientemente elevato di misurazioni) allora

f(X|Λ) =
1√
2πσ

e−(X−µ)2/2σ2

Se µ e σ sono note, la probabilità che X appartenga ad un intervallo (µ− kσ, µ+ kσ)
centrato su µ è:

β = P (µ− kσ < X < µ+ kσ) =

∫ µ+kσ

µ−kσ

1√
2πσ

e−(X−µ)2/2σ2

= Φ(k)− Φ(−k)
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Distribuzione Normale dei dati – µ e σ noti (cont.)

Interpretazione grafica di β

k=1
k=2

k=3
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Distribuzione Normale dei dati – σ noto, µ ignoto

Se µ è ignoto non è più possibile calcolare il contenuto di probabilità dell’intervallo
(µ− kσ, µ+ kσ). Tuttavia, invertendo la relazione β = P (µ− kσ < X < µ+ kσ) in

β = P (X − kσ < µ < X + kσ)

che non è un’affermazione su µ, ma si limiti inferiore e superiore dell’intervallo. µ è un
parametro fisso (senza distribuzione di probabilità) nell’interpretazione frequentista
della probabilità.
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Distribuzione Normale dei dati – σ noto, µ ignoto. (Cont.)

L’espressione precedente:

β = P (X − kσ < µ < X + kσ) = Φ(k)− Φ(−k)

si legge:
il parametro µ è contenuto con un livello di confidenza β nell’intervallo di
confidenza X − kσ,X + kσ.

e si interpreta in questo modo:
Se ripetessimo l’esperimento ottenendo molti valori di X gli intervalli di
confidenza trovati conterrebbero, con probabilità β (ovvero il livello di
confidenza fissato), il valore medio µ.
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Intervallo di confidenza: Interpretazione
Nella figura: 20 esperimenti ripetuti. Ogni barra rappresenta un c.i. al 95% c.l.
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Intervallo e livello di confidenza

ESEMPIO: Si estrae un campione di dimensione 100 da una popolazione con distribuzione normale
con varianza σ2 = 225 nota e valore atteso incognito µ
Vogliamo calcolare l’intervallo di confidenza del valore atteso con un livello di confidenza del 95%
sapendo che la stima della media sul campione è x = 1450.

Come è noto la stima del valore medio µ è x, la varianza della media è σ2/n = 225/100 = 2.25 e x ha
una distribuzione normale N (1450, 2.25) Per determinare l’intervallo di confidenza passiamo alla

variabile normale standardizzata z = (x− µ)/(σx)
Tenendo conto che |x− µ| = 2σx = 2

√
2.25 = 3 (Livello di confidenza = 95%) l’intervallo di

confidenza è:
(x− 2σx ÷ x+ 2σx) ovvero (1447÷ 1453)
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Il caso realistico – σ, µ ignoti

Consideriamo un campione di N misurazioni: x1, . . . , xN ottenute da una distribuzione di riferimento
con valore medio µ e deviazione standard σ incogniti. Allora:

1. la media campionaria x =
∑
xi/N è la stima di µ

2. la stima della deviazione standard delle x è s=
√∑

(xi− x)2/(N−1)
3. la variabile ridotta t definita da

t =
x− µ
s/
√
N

(1)

segue la distribuzione t di Student con ν = N − 1 gradi di libertà

f(t, ν) =
1

√
νB(1/2, ν/2)

(
1 +

t2

ν

)− ν+1
2
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t-Student

E[t] = 0 esiste solo per ν > 1; Var[t] =
ν

ν − 2
esiste solo per ν > 2



Esperimentazioni di Fisica 1 Stima Intervallare

t-Student- Intervallo di confidenza al 95%
La seguente tabella fornisce la dimensione dell’intervallo di
confidenza che contiene con il 95% di livello di confidenza il
valore medio

Dimensione del gradi di t0.025
campione libertà

2 1 12.706
3 2 4.031
4 3 3.182
6 5 2.571
11 10 2.228
31 30 2.042
51 50 2.009
101 100 1.960
∞ ∞ 1.969

L’ultima riga con df=∞ coincide con la distribuzione
gaussiana.

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

0.01

0.1

1

df=2,5,10,100
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t-Student- Tabella Integrale a due code
∫ +t

−t f(t)dt
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t-Student- TABELLE



Esperimentazioni di Fisica 1 Stima Intervallare

Intervallo e Livello di confidenza – Esempio

Problema (Fornasini 9.1)
Due misurazioni indipendenti di una grandezza fisica hanno dato i valori 0.363 e 0.362, in opportune
unità di misura. 1) Stimare valore medio e varianza della distribuzione di riferimento supponendo che
sia normale. 2) Calcolare il livello di confidenza per un intervallo di confidenza corrispondente ad una
fattore di copertura k = 1 e k = 3.

Soluzione
Stima del valore medio = (0.363 + 0.362)/2 = 0.3625

Stima della dev. std. del valore medio
√

2(0.0005)2/2(2− 1)= 5.0× 10−4

Numero di gradi di libertà: ν = 2− 1 = 1

Intervallo di confidenza con un fattore di copertura k = 1: 0.3620÷ 0.3630.
Dalle tabelle della t-Student si ricava che per t = 1 si ha un livello di confidenza = 50%.

Intervallo di confidenza con un fattore di copertura k = 3: 0.361÷ 0.364
Dalle tabelle della t-Student si ricava che per t = 3 si ha un livello di confidenza = 79.5%

Sono fatte altre 8 misurazioni della stessa grandezza:
0.364, 0.365, 0.365, 0.367, 0.360, 0.363, 0.361, 0.364

Ripetere il problema.
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t-Student- Esempi

Problema (Fornasini 9.1-cont.)
Stima del valore medio con 10 misure: 0.36340
Stima della dev. std. del valore medio di 10 misure 6.53× 10−4

Numero di gradi di libertà: ν = 10− 1 = 9

Intervallo di confidenza per un fattore di copertura k = 1: 0.3627÷ 0.3641 (t = 1). Livello di
confidenza = 66%.

Intervallo di confidenza per un fattore di copertura k = 3: 0.3614÷ 0.3653 (t = 3). Livello di
confidenza = 98.5%
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Intervallo e Livello di confidenza – Esempio 2

Dovendo attrezzare un tavolo di laboratorio di fisica di una scuola, il responsabile decide di chiedere
l’entità della spesa a chi lo avesse fatto recentemente. Le risposte di 10 colleghi sono (in euro):
1100, 3620, 2460, 850, 5100, 2080, 1730, 4250, 3160, 1790
Stabilire l’intervallo di confidenza con un livello di confidenza pari al 90% in modo da prevedere la
spesa.

Soluzione.
Valore medio della spesa = 2614e, Stima della deviazione standard della media 1388√

10
' 439

Numero dei gradi di libertà ν = 10− 1 = 9. La distribuzione da usare è la t di Student.
Il valore della variabile t per un livello di confidenza del 90% è t0.10/2 = t0.05.
Dalla Tabella si ricava (ν = 9): t0.05 = 1.833
Intervallo di confidenza al 90% c.l.:

2162− 439 · 1.833÷ 2162 + 439 · 1.833

(1809÷ 3419)e
Se si volesse un c.l. del 95% si deve ricavare il valore per t = t0.025: 2.26.
Intervallo di confidenza al 95% c.l. si ha: 2614± 2.26 · 439

(1621, 3607) e
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Test su media uguale in due campioni

Dati due campioni x1, x2, . . . , xN , e y1, y2, . . . , yM , si chiede se i due campioni provengono da una
popolazione di riferimento con lo stesso valore medio. Fissiamo un livello di confidenza del 95%.
Calcoliamo x, y, sx e sy

sx =

√∑
(xi − x)2

N − 1
sy =

√∑
(yi − y)2

M − 1

La differenza x− y ha varianza s2x/N + s2y/M e la variabile T , definita come

T =
x− y√

s2x/N + s2y/M

è distribuita come la t-Student con ν = N +M − 2 gradi di libertà. Possiamo quindi calcolare
l’integrale:

P =

∫ +T

−T
fν(t)dt e se P < 95% il test è convenzionalmente accettato

Oppure confrontiamo |T | con t1−α/2,ν con α = 0.05 ricavato dalle tabelle (vedi esempio successivo).
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Test su media uguale in due campioni- Esempio
Le auto costruite in U.S.A. consumano come le auto costruite in Giappone?

U.S.A. Japan
Numero di osservazioni 249 79
Media 20.14458 30.48101
deviazione standard 6.41470 6.10771
dev. stand. media 0.40652 0.68717

s =

√
6.412

249
+

6.112

79
= 0.798, T =

20.14− 30.48

0.798
= −12.95, ν = 249+79− 2 = 326 ' gaussiana

dalle tabelle t1−α/2,ν = 1.967 |T | > t1−α/2,ν , con α = 0.05. Ipotesi rigettata.

95% 2.5%2.5%

Intervallo di confideza

2.5%

t
0.975

t
0.025

= -t
0.975

Se |T|<t
0.975

 Ipotesi accettata

 Se |T|>t
0.975

 Ipotesi rigettata
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Problema Bini n. 1.5 (modificato)

Prendiamo le prime 5 misure sia dal gruppo A sia dal gruppo B, con l’ipotesi che abbiano la stessa
media:

Zona A Zona B
Numero di osservazioni 5 5
Media 5430 5926
deviazione standard 346 149
dev. stand. media 155 67

T =
5926− 5430
√
1552 + 672

=
496

168.5
= 2.94 ν = 10− 2 = 8

dalle tabelle per 8 g.d.l. a T = 2.94 corrisponde una probabilità 0.98 (bilatera). Questo risultato si
interpreta come:

Se le medie della zona A e della zona B fossero uguali (ipotesi da testare) ci sarebbe una
probabilità 1− 0.98 = 0.02 che la differenza tra le medie risulti > 496 (T > 2.94). Inferiore
rispetto a 0.05, preso convenzionalmente come valore minimo standard

L’ipotesi è quindi da scartare.


