Capitolo 9

Stima dei Parametri:
Metodo dei Minimi Quadrati

Questo capitolo illustra uno dei metodi di stima puntuale piu utilizzati in fisica e non solo,
noto col nome di metodo dei minimi quadrati. La formulazione matematica iniziale di questo
metodo & dovuta a Legendre e indipendentemente a Gauss che lo applico allo studio del moto
dei corpi celesti.

9.1 |1l principio del Metodo dei Minimi Quadrati

Il metodo dei minimi quadrati (MMQ) & usato nel caso in cui si debba adattare una funzione,
in cui compaiano dei parametri incogniti, ad un insieme di dati sperimentali. Si supponga
che in un esperimento siano state acquisite N coppie di valori (x;,y;) di due grandezze
fisiche X e Y e che tra queste due grandezze si possa ipotizzare I'esistenza di una relazione
funzionale! Y = f(X|A), dove A indica un insieme di parametri A : {\z} (k= 1,..., M).
Per esempio nello studio sperimentale della dipendenza del periodo di un pendolo semplice
(variabile Y) dalla sua lunghezza (variabile X) la funzione f avra la forma Y = AVX
(con A = 2m/,/g). In generale la funzione f potra avere varie forme come quella lineare:
F(X|A1,X2) = A1 + XoX, oppure quella quadratica: f(X|A1, A2, A3) = A1 + A2 X + A3X?2,
oppure quella esponenziale: f(X|A1,A2) = A1 exp(A2X) e cosi via. Si supponga inoltre che
le misure y; siano tra loro indipendenti, che w,, rappresentino le relative incertezze standard
e che le incertezze sulle x; si possano trascurare.

Il Principio dei Minimi Quadrati afferma che i valori da assegnare ai parametri incogniti
A sono quelli che minimizzano R?, somma in quadratura delle distanze tra i valori dei dati

sperimentali e le previsioni teoriche divise per I'incertezza della misura?:
N 2
2 _ o Wi — f@[A))
S T o

Per ottenere la stima di parametri A si deve trovare il minimo dell’espressione (9.1) vista

!Come gia notato precedentemente, la funzione f(x|A) usata (il modello matematico) pud derivare da
considerazioni teoriche legate all'analisi del fenomeno che si studia oppure puo essere suggerita dagli andamenti
fenomenologici sperimentali

2In altre parole la distanza tra valore misurato e la previsione teorica & misurata con I'unitd di misura
rappresentata dall'incertezza.
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Figura 9.1: Nel grafico sono riportati punti sperimentali e relative incertezze di un generico esperimento
insieme alla curva di fit ottenuta con il metodo dei minimi quadrati. Con il tratto piu scuro & indicata la
distanza y; — f(wi|A) tra ogni punto sperimentale e la curva teorica.

come funzione dei parametri, ovvero si deve risolvere il seguente sistema:

OR*> OR? OR?

87)\1:67)\2:"':%:0 (9.2)

dove M ¢ il numero dei parametri da determinare. Se indichiamo con A= {5\1, 5\2, . XM} la
soluzione del sistema (9.2), la funzione f(X, A) & completamente determinata e generalmente
viene indicata con il termine gergale di fit> dei dati. Nella figura 9.1 & mostrato un generico
esempio di fit di alcuni dati sperimentali con una curva teorica f(X|A) i cui parametri A
sono stati ottenuti risolvendo il sistema (9.2).

Nei testi di statistica con |'espressione “Metodo dei Minimi Quadrati” si intende, diver-
samente da quello qui presentato, un metodo basato sulla minimizzazione dell’espressione
S (yi — f(z;|A))? diversa dalla (9.1) per I'assenza delle incertezze e invece il MMQ basato
sulla minimizzazione della (9.1) & detto pesato. In questo testo il MMQ sara unicamente
quello pesato anche se non esplicitamente detto.

Si noti che il principio dei minimi quadrati non richiede alcuna condizione sulla distribu-
zione di probabilita delle grandezze y;; tuttavia se le y; hanno distribuzioni gaussiane con
valore medio f(z;|A) e deviazione standard uy, allora I'espressione che si ottiene dalla (9.1)
quando A = Ae per definizione una variabile che segue la distribuzione del x? (vedi il

paragrafo 5.9.7), e potremo scrivere®:

~ 2
N (y; — f(zi|A)
= (v B ) (9.3)

=1 Yi

In questo caso, utilizzando le tabelle precompilate della distribuzione del x?, si potranno fare
considerazioni probabilistiche sulla qualita del fit ottenuto.

31l termine inglese fit si pud tradurre, in questo contesto, con: procedura di adattamento di una curva
teorica ai dati sperimentali

*In molti testi, anche se in modo improprio e che pud generare confusione, |'espressione (9.1) & indicata
con il simbolo x? anche nel caso generale in cui la distribuzione delle y; non sia normale.
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9.2 Minimi quadrati e fit lineare

L'applicazione piu semplice del metodo dei minimi quadrati si ha quando la funzione che si
vuole adattare all'insieme delle N coppie di dati (23, y; = uy,) € lineare. Il modello teorico
in questo caso € rappresentato da una retta: y = a + bz (per raccordarsi con la notazione
precedente: A} = a e A2 = b), nel piano zy e la funzione R da minimizzare si scrive come:

N

R? = Zwi(yi —a— bnr:i)2
i=1

dove per semplificare la notazione si sono introdotti i pesi w; delle misure y; definiti dalla
relazione: w; = 1/u.. | valori di a e b che minimizzano R* sono quelli che annullano le
derivate di R? rispetto ai due parametri:

2 N
3;2 :—Q;Mi(yi—a—bm) =0
- N (9.4)
e :—Qizzlwi:ci(yi—a—bxi):()

Per alleggerire la notazione poniamo:

So = wi, Sp=Y wiki, See= Y wiz], Sey= Y wimiyi, Sy=y wiy; (9.5)

Con queste posizioni il sistema precedente si scrive:

aSp + bS; = Sy (9.6)
aSy + bSzz = Szy .
La soluzione del sistema precedente é:
N 1 ~ 1

dove A & il determinante della matrice dei coefficienti del sistema (9.6):
A = 508z — (S2)?

Si verifica facilmente che i valori trovati corrispondono al minimo di R?. In conclusione le
relazioni (9.7) sono le stime dei parametri a e b ottenute con il metodo dei minimi quadrati.

9.2.1 Incertezza sulle stime dei parametri

Le stime (9.7) dei parametri a e b sono variabili aleatorie in quanto funzioni, in particolare
lineari, delle variabili aleatorie y; e le loro incertezze u, e wuy si ottengono dalla formula di
propagazione delle incertezze® (7.10). Inoltre & evidente che G e b sono grandezze correlate
tra loro in quanto entrambe dipendono dalle stesse variabili aleatorie y;, quindi ci si aspetta
che la loro covarianza, Cov/a, 13] sia diversa da zero. Valuteremo quindi sia l'incertezza delle
stime @ e b sia la loro covarianza.

®La formula utilizzata & quella per la propagazione delle incertezze non correlate in quanto le 3; sono tra
loro indipendenti.
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Come & stato detto @ e b sono funzioni lineari delle yi, quindi potremo scrivere & = Y, a;y;
eb = >, Biyi, dove le espressioni delle costanti a; e 3; si ricavano dalle (9.7) e dalle posizioni
(9.6): e valgono

:% ((Xk: wprp)w; — (O Wk.’Ek)Wil'i) = % (Spe — Spi)

%
_% ((; Wi )WiT; — (; wkwk)wz') = % (Soxi — Sz)

Tenendo conto che Oy /0y; = O;, poiché le y; sono indipendenti, e che per definizione
u? = 1/wj, calcoliamo I'incertezza su a come:

N 2 N 2 N 9 N
da 0 ) Yk ; w;
2 2 k 2 i 2
ua:;(ay) uyj:izl( A, ) “yizgazgﬁ(sm—sxm)
HER oW + 8227 — 28,457 ) = L (5,52, + 525,y — 28,557) =
_Nz:lwl(mx zT :cxz>—72<oxz+ 2Ty — 20xx x)_
Siﬂil?
A (9.8)
Procedendo allo stesso modo per il calcolo dell'incertezza su b si ottiene
2
D Bkyk:> 2
Sox; — Sz)" =
z:: <ayj> i ; ( Jy Z W; ; Se)
al 1
2.2 2 2 2 2
ZYE: @n:+S—2&@%y:Eﬂ&@m+&%—za%)
S
A (9.9)

A

Calcoliamo ora la covarianza Cov|a, b] tra le stime dei parametri a e b:

Z iYi, Z /BJZ/]] = aifj Covly;, y;]

1,J

Covla, b] = Cov

dove nell'ultimo passaggio si & usata una proprieta dell’operatore covarianza che si deduce
facilmente usando la definizione di covarianza®. Tenendo conto che per I'indipendenza delle
i, Covly;, yj] = 0i; Var[y,], si ha:

;i

Wy

Cov[a Z a;f3; Covly;, y] Z a;fi Varly;] = Z

7] (2

1
=Xz Zwi(SmSo:ci — SueSy — SoSpa? + S2x;) =

Sz
=-3 (9.10)

5Dimostriamo questa proprietd calcolando esplicitamente la covarianza della variabile aleatoria 1
moltiplicata per la costante a con una combinazione lineare delle variabili aleatorie y1 e y2: by1 + cyo.

Covlaz, byr+cys] = E[(az—apa) (byr+cya—bpiy, —cpiy,)] = E(az—apia) (byr —bpy, ) +E[(ax—ajia ) (cya—cpy,)
= abCovlz1,y1] + acCov[z1, y2]

1
= E sz (Szz - Sarxz) (Soxi - Sx) =
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Dalla covarianza (9.10) e dalle (9.8) e (9.9) possiamo ottenere il coefficiente di correlazione
tra le stime dei parametri G e b

Pab = =" " A \| G <& e
Var(a] Var[b] A Y Sz So V82250

Riassumendo le incertezze standard e il coefficiente di correlazione dei parametri a e b stimati
con il metodo dei minimi quadrati sono:

S:mv o SO o SﬂU
ua—\lf ub—UA pab——m (9.11)

In vari testi di analisi dati che trattano il metodo dei minimi quadrati applicato al fit lineare
sono valutate unicamente le incertezze u, € up € non € riportata la covarianza. Tuttavia se
a e b sono usati nella stessa espressione per la valutazione di una grandezza la conoscenza
della covarianza € necessaria per la corretta valutazione dell’incertezza della grandezza.

Cov|a, b] Sy | A A S,
& =

Caso delle incertezze uguali. Nel caso in cui tutte le incertezze sulle y; siano uguali
_ . . . . . oy . _ 2 .
(uy, = uy) le posizioni (9.5) si semplificano, utilizzando il peso w = 1/ug, in

So = wN, Sx:wZaci, wa:wa?, Smy:wZ:z:iyi, Sy:wai (9.12)

Si verifica facilmente che in questo caso il valore di entrambi i parametri a e b, dati dalle
(9.7), non dipende dal valore dell'incertezza u,. Le incertezze su a e b e il loro coefficiente
di correlazione date dalle (9.11) in questo caso divengono:

B >} _ N B >
fa =ty Nz = (X xi)? =t NY x? = (X x)? pab__\/ﬁ

9.2.2 Esempio di applicazione del metodo dei minimi quadrati

La teoria dell'elasticita, attraverso la legge di Hooke (F' = —kAx) prevede che, in condizioni
di equilibrio, ci sia proporzionalita tra la forza generata da una molla e il suo allungamento.
Un esperimento per la misura della costante elastica di una molla consiste nella misurazione
della posizione del peso agganciato alla molla sospesa verticalmente in funzione della massa
m del peso applicato. La legge di Hook fornisce il modello matematico che lega le grandezze
misurate in questo esperimento: m = (k/g)(l —1,) dove [ & la coordinata dell’estremo libero
della molla e I, & la coordinata della molla a “carico nullo””

Nell’esperimento si misurano la massa del peso agganciato alla molla, con un'incertezza
trascurabile (variabile x) e la posizione dell’estremo mobile della molla rispetto ad un’origine
arbitraria (variabile y) con la sua incertezza u,. Nella tabella seguente sono riportate 5
coppie di misure delle grandezze = e y.

"L’espressione allungamento carico nullo in questo esperimento & ambigua, infatti la massa stessa della
molla posizionata verticalmente provoca un allungamento e inoltre alcune molle a carico nullo hanno spire
a contatto per cui la molla non pud contrarsi ulteriormente. Tuttavia la linearita della relazione tra forza e
allungamento rende secondaria questa osservazione per la misurazione della costante della molla.
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Figura 9.2: Grafico della posizione dell'estremo libero di una molla in funzione della massa del peso applicato.
La retta nel grafico & il fit ai dati ottenuto con il metodo dei minimi quadrati.

z (g) y(mm) uy (mm)

50 50 2
100 91 4
150 120 6
200 174 8
250 225 11

Per la stima di k/g con il metodo dei minimi quadrati la funzione da adattare ai dati
e quella lineare con la variabile “z" (quella con incertezze trascurabili) coincidente con la
massa del peso e la variabile “y" coordinata dell’'estremo libero della molla. Nel grafico in
figura 9.2 sono riportati i punti della tabella precedente con la massa del peso nell'asse delle
ascisse e l'allungamento della molla nell’asse delle ordinate. La retta da adattare ai dati si
scrive come

y=a+bx (9.13)

dove il parametro incognito a, una volta stimato, sara il valore della coordinata [,, dell’estremo
della molla a riposo. Il parametro incognito b, una volta stimato, sara il valore k/g con k la
costante della molla cercata e g € |'accelerazione di gravita.

Per I'applicazione del metodo dei minimi quadrati a questo problema & necessario calcolare
il valore delle espressioni (9.5). Con semplici calcoli algebrici si ottiene®

So = 0.257, S; = 21.615, Sy = 2530.332, Sy = 19.806, S,y = 2243.775

e quindi

SuaSy — SuSey
SOSJ:J: - (SJ;)2 N

S0Szy — SySz

8.803 mm S0S., — (Sx)z

a =

0.812mmg™* (9.14)

Attraverso le (9.11) si ottengono le incertezze standard sui parametri a e b:

Sy So -1
0 =1]——— =371 =4/————— =0.0374
U 505 — (5,2 3. 71 mm 505 — (S, )2 0.0374mmg

8Per questo tipo di calcoli, in particolare quando il numero di dati & elevato, I'aiuto di programmi di calcolo
facilita e velocizza la procedura e rende piu difficile fare errori nei calcoli. Un programma particolarmente
utile per questi calcoli ¢ il foglio elettronico excel oppure il suo equivalente open source
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e il coefficiente di correlazione:

S,
o = ——— = —(.848
Pab = = /5..5,

In conclusione la stima puntuale dei parametri a e b con il metodo dei minimi quadrati é:
a=8+4)mm b= (081+£0.04)mmgt pu=-085

Dal valore di b si risale alla costante k della molla attraverso la relazione k = bg.
L'incertezza su k si ottiene propagando unicamente quella b, solo se si assume per g un
valore la cui incertezza sia tale che u, < guy/b. La giustificazione di questa condizione &
lasciata al lettore.

1 2 3 4 5

Figura 9.3: Misure ripetute con incertezze differenti.

9.2.3 Minimi quadrati e Media pesata

Nel caso in cui si abbiano varie misurazioni di una stessa grandezza fisica, ottenute anche
con modalita ed esperimenti differenti, il metodo dei minimi quadrati permette di ottenere la
stima della grandezza che tenga conto di tutte le misurazioni eseguite. Siano y; le n misure
ciascuna con una propria incertezza u;. Rappresentiamo graficamente gli n risultati come ad
esempio mostrato nella figura 9.3. Nell'asse delle ascisse & riportato il numero identificativo
della misura (ovviamente del tutto arbitrario). In questo caso la funzione f(x|A) da adattare
ai dati si riduce ad una costante, ), e il valore A che minimizza R2 & la migliore stima della
grandezza con il metodo dei minimi quadrati.
La funzione R? da minimizzare &

derivando e annullando la relazione precedente si ha:
7
=22z 2=
i=1 " i=1 1
Da cui introducendo i pesi w; = l/uf otteniamo la nota formula della media aritmetica

pesata:
> Wiy
E wj

aRQ — Yi —

=

Y
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9.2.4 Minimi quadrati e Massima Verosimiglianza

Il metodo dei minimi quadrati pud essere derivato da quello di Massima Verosimiglianza nel
caso particolare in cui le grandezze “y" siano distribuite in modo gaussiano. Consideriamo
due grandezze X e Y tra le quali si suppone esista una relazione funzionale Y = ¢(X|A)
dove A rappresenta |'insieme dei parametri da determinare eseguendo un esperimento. Siano
x; y; = 0; N misurazioni indipendenti delle grandezze X e Y con le y distribuite in modo
gaussiano attorno al valore ¢(x;|A) con deviazione standard o; e siano inoltre trascurabili le
incertezze sulle x;. Per ipotesi, in corrispondenza ad ogni valore z; le misurazioni y hanno

la distribuzione:

1 (—b(z: | AN2 /202
fz(y) = 27T0—‘e (y ¢(I1|A)) /20'1' (915)
Per I'indipendenza delle misure y; la probabilita di ottenere un particolare evento y1,...,yn

e proporzionale a:  f1(y1]|A) fa(y2|A) ... fn(yn|A).  Utilizzando la (8.5), la funzione di
verosimiglianza in questo caso si scrive:

Zln o~ Wi—o(wilA)? /207 _ (Z A))2> + cost.
\/%O’Z =1 1

[l metodo di massima verosimiglianza richiede di massimizzare £ che, in questo caso, si
ottiene minimizzando la sommatoria tra parentesi. Quest'ultima & proprio la somma degli
scarti quadrati divisi per la varianza, la cui minimizzazione & esattamente la condizione
richiesta dal metodo dei minimi quadrati, a parte l'ininfluente fattore 2. Concludiamo quindi
che quando le variabili aleatorie sono distribuite in modo normale, il metodo dei minimi
quadrati e quello di massima verosimiglianza sono equivalenti, ovvero portano alla stessa
stima dei parametri incogniti.




