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Esercizio n.1

Si consideri un gas classico di particelle di massa m, soggetto, nel semi-
spazio z > 0, ad un potenziale

1
U(z) =mgz + 5722,
dove g é l'usuale accelerazione di gravita e v una costante elastica. Si de-
termini l'altezza h tale che la pressione del gas a tale altezza sia ridotta di
un fattore e rispetto alla pressione ad altezza nulla (= = 0).

Esercizion.2

Si consideri un gas unidimensionale di N fermioni senza spin con hamilto-
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Si determini I'energia di Fermi e I'energia dello stato fondamentale in fun-
zione di N. Si consideri successivamente lo stesso gas ma con fermioni di
spin 1/2 e si determini nuovamente |'energia di Fermi e I'energia dello stato
fondamentale, discutendo le eventuali differenze tra il caso in cui N e pari
e quello in cui & dispari. Si ricorda che
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Soluzione esercizio n.1

Consideriamo una colonna di altezza infinita e area di base S e sia N il
numero di particelle contenute in tale colonna. Dividiamo la colonna in due
parti. La prima parte corrisponde ad una colonna di altezza h, mentre la
seconda ¢ la parte restante. Sia n il humero di particelle nella prima parte
e N —n quello nella seconda parte. L'energia libera delle due parti risulta

Fap = —kTIn _(ZWWZ]I;TZ nN i (/ dze ™ Z) —”] ¢))

3n/2
Fun; = —kTIn (27kaT </ dze” 5U(Z) ] (2)

In equilibrio, la pressione esercitata dalla parte superiore deve compensa-
re quella della parte inferiore, che corrisponde alla condizione di equilibrio
meccanico

F)inf + Psup = 0. (3)
Le pressioni delle due parti sono date da
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e la condizione di equilibrio diventa
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da cui si ottiene |'espressione per n
h
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Sostituendo |'espressione trovata per n nell'espressione per la pressione, ad
esempio quella per P, ¢, si ottiene la pressione ad altezza h
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Imponendo che il rapporto P(h)/P(0) = 1/e, si ottiene
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Soluzione esercizio n. 2

I livelli energetici sono quelli di un oscillatore armonico
E, = hw(n+1/2). (10)

Le particelle sono fermioni senza spin, quindi posso metterne una soltanto
per livello energetico. Allora il numero di particelle N determina il valore
massiomo di n, che indichiamo con Ny. Si ha

Np
N=> 1=Np+1 (11)

n=0

L'energia di Fermi corrisponde al potenziale chimico a temperatura nulla. Per
determinare il potenziale chimico a 7' = 0 usiamo la formula

OFT

(12)

dove Er & I'energia totale. L'energia totale &

Np
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(13)
da cui si ottiene
Ep = hwN = hw(Np + 1). (14)

Tale risultato esprime il fatto che in uno spettro discreto, il livello di Fermi
si situa a meta tra I'ultimo livello occupato (E = hw(Ng + 1/2)) ed il primo
vuoto (E = hw(Np +3/2)). Passiamo ora a considerare il caso di fermioni con
spin. Cio che cambia ¢ la possibilita di accomodare due particelle per livello
energetico. A seconda se il numero totale & pari o dispari, l'ultimo livello
occupato conterra due o una particella.

Esaminiamo il caso di N pari. Il numero di particelle determina N

N:22F:1:2(NF+1). (15)

n=0

Poiché I'ultimo livello & completamente pieno, I'energia di Fermi si situa a
metd tra tale livello e il primo livello vuoto

Ep = ho(Np+1) = ﬁwg (16)
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L'energia totale risulta

ET:2hwnNZ;(n+%):M(g)2. (17)

Nel caso di N dispari, Nr & determinato da

NF—l
N=2> 1+1=2Np+1, (18)

n=0

dove la degenerazione 2 & stata considerata solo per livelli sino al penul-
timo occupato. L'energia di Fermi si colloca esattamente all'ultimo livello
parzialmente occupato

B — hu (NF n %) _ hwg (19)

L'energia totale si ottiene in modo analogo

Np—1
d 1 1 N2 +1




