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I risultati di un esperimento sono
variabili aleatorie.

Un esperimento non consente di esaminare oghi elemento
di una popolazione o di effettuare tutte le misure

Dato un campione 7 estratto da una
popolazione N & possibile fornire una stima
(<x>, s) dei parametri reali della distribuzione

P

(1, ©).

I risultati ottenuti su un campione
rappresentano una stima dei valori "veri"

I valori stimati sono variabili
aleatorie

Quanto sono accurate queste stime?

possibili.
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Teorema del limite centrale

La distribuzione delle medie campionari (<x>;) segue una distribuzione
normale indipendentemente dalla distribuzione della popolazione d'origine

Il valor medio della distribuzione delle media campionarie & uguale alla
media della popolazione d'origine

La deviazione standard dell'insieme di tutte le medie campionarie

(errore standard della media o,) & una funzione della deviazione

standard della popolazione originaria e del numero di elementi del
campione.

nota: dev.st.
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Date due variabili aleatorie indipendenti X,, X,
caratterizzate da p, o, 1, o, la variabile Z= X +X,
€ una variabile aleatoria con:

Mz = HotHp

G, = G 0,

Stima della media
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L'errore standard della media

O~ indica il grado di incertezza da associare alla stima della media
€ ottenuta utilizzando un campione dell'intera popolazione

Interpretazione: se effettuo diversi campionamenti (al limite tutti i
possibili campionamenti) da una data popolazione le medie ottenute
per i vari campionamenti si distribuiscono attorno al valore p. La
larghezza della distribuzione dei valori medi sard tanto pit stretta
intorno al valore vero quanti piti elementi scelgo per ogni
campionamento (m).

ATTENZIONE: |'errore standard sulla media & funzione della
deviazione standard della distribuzione ma non & la deviazione
standard della distribuzione.

La distribuzione reale
confrontata con un ipotetico
campione

. La distribuzione reale
confrontata con pit campioni

La distribuzione reale
confrontata la distribuzione
delle medie

Teorema del limite centrale per una distribuzione
uniforme dei dati.

Distribuzione dati
Il teorema del limite ~ ~ Distribuzione medid]
centrale mi dice che: »

- la distribuzione delle
media campionarie hauna * ——=
forma gaussiana qualunque . -
sia la distribuzione della
popolazione,

- il valore medio della
distribuzione delle medie

campionarie & il valore ’ -
medio della popolazione

la varianza della
distribuzione delle medie = —
campionarie & la varianza
della popolazione divisom
(numero di campionamenti) r

Accuratezza delle stime

TI valor medio ottenuto da un solo campione di m elementi &
una stima del valore aspettato della popolazione.

L'errore standard della media rappresenta una stima dell'errore fatto
nella stima del valore atteso. Se non conosco la deviazione standard della
popolazione utilizzo la stima della deviazione standard (s) per valutare
I"errore sulla media
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Risultato di un'osservazione:
T x Oz T — oy < valore vero < X + ¢

Nota: attenziona al significato di queste formule

Accuratezza delle stime

Per migliorare la stima del valore atteso si pué ripetere
|'esperimento utilizzando K campioni indipendenti

—_ . K
In questo caso la migliore stima 1 B
del valore atteso & la media T = — E X;
delle medie campionarie: K i—1

- L varianza:
Utilizzando K campioni

K
indipendenti I'errore 2 _ i = =\2
standard della media si Oz = K Z(xl z)
calcola (radice quadrata) =t
dalla varianza della Stima della varianza:
distribuzione delle medie . K
campionarie: = ;
P TR
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2
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Standardizzazione e hormalizzazione

La distribuzione delle medie campionarie ' su campioni di m elementi
segue una distribuzione normale indipendentemente dalla distribuzione
della popolazione d'origine
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La variabile: t =

& una variabile aleatoria che, per m molto grande, ha una
distribuzione Normale Standard (ha media nulla e varianza unitaria):

Intervalli di Confidenza
ovvero quale & la probabilita di sbagliare la stima?
Pb.: un'osservazione su un campione di m elementi
fornisce come risultato il valor medio T di una
variabile aleatoria.
1) costruisco una S
PR . T — 1 2/
variabile aleatoria con t= ¢ g(t) = —e /2
distribuzione nota, es.: Iz V2

2) sulla base della g(t) determino i valori di t che hanno una
bassa probabilita di essere osservati, cioé:

- fisso un livello di confidenza a.

- determino un intervallo di valori t,,—t,, (intervallo di
confidenza) tale che la probabilita di osservare t
all'esterno dell'intervallo dato sia minore di o

1 2/
g(t) = —==e"/
) T
a=Plt<a)=Plt<t)+ Pt >11) = [ glt)di + [ glt)dt
o Ji
0} T—

Oz Se t, <t <t, la probabilita di
osservare il valore di t,
calocolato in base ai dati, &

(1-0)

Se t<t, ot>t, la probabilita
. y=F9 . g X
es.: 0=5% di osservare il valore di t,
calocolato in base ai dati, ¢ a.

t1 tZ
t2
Pty <t <ty))= / gt)dt =1—a
J iy
probabilita che t appartenga all'intervallo 1, - 1,

U un campione di m

elementi, il valor lla popolazione (p) &
/dﬁ@';o nell'inte :
[T — o2t1; T + ozty]

con probabilita 1-a.

P(![ <f‘<f-3)=.p{,{.f—0“:pf] <.‘?‘<,(-‘-+(}‘:4—-f‘3)

dato il valore medio ., osservato su un campione di m
elementi, 1-a & la probabilita che questo sia compreso
nell'intervallo

[t — ozty; pp+ ozts)
che pué essere detto anche: o ¢ la probabilita di fare un

errore maggiore di ozt utilizzando la media come stima
del valore atteso (quantificare il rischio)

funzione EXCEL: CONFIDENZA(a, dev.st, m) |

Intervalli di confidenza: varianza nota

valor medio

Se le osservazioni sono distribuite con: devst. 05 = ——
m

funzione EXCEL: CONFIDENZA(a, dev.st, m)

La resistenza elettrica di un cavo viene misurata con
uno strumento che ha un'incertezza ¢=0.5 Q. Vengono
effettuate 5 misure, ne risulta un valor medio R=4.52 Q

CONFIDENZA(0.05, 0.5, 5)=0.438 ‘
La resistenza vera del cavo é:
R=452+044Q oppure: R=[4.08,4.96]

Nota: a rappresenta il rischio di sbagliare, cioé la probabilita
che il valore vero della resistenza sia esterno all'intervallo dato




Intervalli di confidenza: varianza campionaria
Molto pil spesso non conosco la varianza della distribuzione. La
migliore stima della varianza in un campione di m elementi é:
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probabilita che il valore osservato sia nell'intervallo [ = asty: ji + o5ts)
intorno al valore vero.
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funzione EXCEL: INV.T(a,m-1) =t,

Nota: la variabile t cosi definita ha una distribuzione nota (t-Student)
con v = m-1 gradi di libertd. La t-Student approssima una distribuzione
Gaussiana per v che fende a infinito

Una misura dell'altezza di un gruppo di 20 studenti fornisce il valore
medio: H = 1.68 m con la deviazione standard stimata s = 9 cm.

Determinare gli intervalli di confidenza con un incertezza minore di
1%,0.5% e 0.05%
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CONCATENA(TESTO(valore,"0.00") "testo",...)

Test di ipotesi, test
statistici

1) ipotesi da verificare

) ¢ Es.: il valore misurato e
ipotesi nulla: H,

compatibile con il valore vero?

2) costruisco una variabile T—p 1 _ 2/
aleatoria con distribuzione t= on g(t) = \/?e ¢
nota, es.: 2 ™

3) sulla base della g(t) determino i valori di t che hanno una
bassa probabilitd di essere osservati, fissando il livello di
confidenza a.. Se, in base alla distribuzione scelta, il valore
osservato fornisce un valore di t con bassa probabilita di
essere osservato, |'ipotesi deve essere rifiutata.

‘ Quale ¢& il rischio di scartare un dato compatibile?

Nota: Se conosco la varianza utilizzo la
funzione "confidenza", se devo stimare la
varianza utilizzo la funzione "inv.T"

Pltea)=Plt <)+ Pt <t)) / ' glt)dt + / gt = o

oty
Pit=n)=Plty <t<t) / glthdt =1 - a
i,

<t <t, il risyltafo
(cui & adagiato ilBlore t) €
compatj 'ipotesi
fattae6n una probabilita
del P = (1-ar)

)

Se t<t 0t>t,il
risultato (cui ¢ associato il

es.: 0=5% valore t) non &
T compatibile l'ipotesi
fatta con una probabilita
t t del P = (1-ar)

o rappresenta la probabilita di sbagliare e scartare
un'ipotesi corretta.

F-test

Si hanno K esperimenti, ognuno effettuato su un campione di
m, 0sservazioni, m=my+my*+....my humero di osservazioni

Ipotesi: (H,) i diversi campioni derivano tutti dalla stessa
popolazione (stessa media e stessa varianza)
Expy Exp: . . . Expg
niy iy iy

Nota: La media delle medie campionarie &, in generale, diversa
dalla media sull'intera popolazione

Media delle medie

Media sull'intera popolazione: media di medie pesate per la
numerositd di ciascun campione

K '
T m K

Media sull'intera popolazione: & una stima migliore della media.




Stima della varianza A

Se i gruppi appartengono alla stessa popolazione possiamo stimare la varianza
in due modi

A’ media pesata delle stime della varianza ottenute nei vari
campionamenti (in):

2 _ Ei\_l (my —1)s7 Ef_lim;: —1)s3

Sin

Ei\_l (my —1) m— K

media delle stime della varianza in ogni gruppo

k=1
se le numerosita dei campioni sono eguali: m=m,

Stima della varianza B

B: assumiamo, nell'ipotesi che i campioni provengano tutti dalla stessa
popolazione, che i valori medi ottenuti nei vari campionamenti siano
tutti una stima dello stesso valore medio X della popolazione.

Possiamo stimare la la varianza della popolazione come media delle
varianze stimata per ciascun campione:

I

o 1 . 2y 2
87, X X
tra 1 ;Z”H (A )

Nota: per campioni della stessa numerosita:

o K

5 1 - - N
tra . .
L= (X X o dove: % & |'errore
My K-1 ZI K

standard sulla media

quindi:

2 _ 2
Sira = MoeSy

La variabile F

Stime della varianza della popolazione

varianza delle medie media delle varianze

campionarie campionarie
R 1 K N B TR (= 18
2 Nt g = =L =Tk o
Stra N -1 L e (X X) e Zi\ Yy = 1)
k=1 K 3
Sy — 1)s3
m— N

varianza della popolazione stimata dalle
medie campionarie (tra)

varianza della popolazione come media delle
varianze campionarie (in)

2
F(I)’l.sz = % m=K-1, w=m-K
intra

La variabile F

varianza della popolazione stimata dalle 2
medie campionarie (tra) F(.‘/ v ) _ Stra
= - - - 1, ¥2) = —=
varianza della popolazione come media delle 52
varianze campionarie (in) in

Si,e Sy Sono due stime della stessa grandezza quindi mi
aspetto che il loro rapporto sia F~1

Valori di F~1 indicano che le deviazioni standard dei campioni sono
simili, quindi i campioni provengono dalla stessa popolazione.

Valori di F>1 indicano che le deviazioni standard dei campioni sono
diverse, quindi i campioni provengono da popolazioni divere.

Quanto sono significative queste differenze?

Gradi di liberta
K=
F(vava)

v,: gradi di lib. numeratore: K-1
v4: gradi di lib. denominatore

‘ vgzmi+my+ . me-K=m-K ‘

Appeenliz 2 Fdistrilustion] 55 Tali Appeidix T Flist
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‘l Funzione EXCEL: INV.F (a, vy, v,) |‘

Il livello di confidenza o indica il rischio (probabilitd) di sbagliare
affermando che i campioni sono diversi quando in effetti derivano dalla
stessa popolazione.
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Confronto fra due popolazioni
t-test

Problema: si vogliono confrontare se due popolaziohi
normali, X; e X,. Supponiamo per ora che queste abbiano la
stessa varianza (omeoschedasticita).

Ipotesi: (H,) le due popolazioni hanno la stessa media

differenza delle medie campionarie
t= _— -
errore standard sulla differenza delle medie !
campionarie

= = 2

. \ . X —-X. 2 _ Si

2 = 2 2 _ < o2 =2
0% 5, =0z, 0%, t, = z;

Py + m;
(] E.
Vo Z2 v=mq+mg—2

La variabile aleatoria t, segue una distribuzione nota (t-student)
con v gradi di liberta

2
-t
n;
Se m, e diverso da m,

Xh =Xy 5 (my—1)sf 4+ (my —1)s3

b= T s
V/s2/my + s2/my my +ms — 2

4“ Sem;=m,=m Ifi

X —Xy, 2o Uits)
= 2

t =
Y \V 232/m v=2(m-1)

Confronto fra due popolazioni: t-test

» La distribuzione della variabile t, ha una forma nota come
“student’st distribution” (tende alla distribuzione normale di
Gauss per N—o0)

* La forma della distribuzione dipende da un solo parametro,
legato alla numerosita del campione: il numero di gradi di
liberta

V= mt+m,-2

» Valori “piccoli” di t indicano che la differenza fra le medie dei
due campioni non ¢ significativa (i campioni sono consistenti),
valori “grandi” indicano una differenza significativa

* Per formalizzare il concetto, si considera la probabilita che il
valore di t sia maggiore (in valore assoluto) di un dato limite.

I valori di cui |t| € maggiore con una data probabilita sono
detti “valori critici” e si trovano tabulati (—)

t-test

Fissato il numero di gradi di liberta, la tabella indica i valori di t tali per cui la
probabilita di ottenere un valore maggiore (in modulo) di quello indicato sia
pari ad o

mTwotai: T oso0 [ osoo [ o100 | coso J oo J aoic |

-

2
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la probabilita che t;,>2.228 & <5%

it it "
[ 0 | T T T T T

funzione EXCEL: TEST.T(X,, Xz , coda, tipo)

X4 X, insiemi (matrici) dei dati corrispondenti ai due
campionamenti

coda: 1 - test auna coda
2 - test a due code

tipo: 1 test accoppiato (stesso humero di valori)
2 test omeoschedastico (stessa varianza)
3 test eteroschedastico (varianza diversa)

Il risultato rappresenta |'indice di confidenza del test. Ad
esempio, un valore
TEST.T(....)=0.02
indica che, in base ai dati, la probabilita di sbagliare dicendo
che le due medie sono diverse & il 2%.

Non posso dire che al 98% sono egualil E' sbagliato dire che le medie sono diverse con il
2% di probabilita

In Excel la funzione Test.T restituisce la probabilita
di osservare casualmente la differenza riscontrata.

regione critica da una
Sola parte della

Si distingue il caso in cui hon si distribuzione (1 coda)

conosce il segno della differenza (test
a due code) da quello in cui si conosce
il segno della differenza (una coda)




