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I risultati di un esperimento sono
variabili aleatorie.

Un esperimento non consente di esaminare ogni elemento
di una popolazione o di effettuare tutte le misure
possibili.
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Dato un campione nestratto da una
popolazione N e possibile fornire una stima
(<x>, s) dei parametri reali della distribuzione

(1, o).

I risultati ottenuti su un campione
rappresentano una stima dei valori "veri”

T valori stimati sono variabili
aleatorie

Quanto sono accurate queste stime?
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Teorema del limite centrale

La distribuzione delle medie campionari (<x>;) segue una distribuzione
normale indipendentemente dalla distribuzione della popolazione d'origine

Il valor medio della distribuzione delle media campionarie e uguale alla
media della popolazione d'origine

La deviazione standard dell'insieme di futte le medie campionarie
(errore standard della media ,) € una funzione della deviazione
standard della popolazione originaria e del humero di elementi del

campione.
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Proprieta della distribuzione di Gauss
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Date due variabili aleatorie indipendenti X, X,
caratterizzate da p, o,, 1, oy, la variabile Z= X _+X,
e una variabile aleatoria con:

My = HaTHp

G, - Ga-l—Gb



Stima della media
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L'errore standard della media

O = indica il grado di incertezza da associare alla stima della media
L ottenuta utilizzando un campione dell'intera popolazione

Interpretazione: se effettuo diversi campionamenti (al limite tutti i
possibili campionamenti) da una data popolazione le medie ottenute
per i vari campionamenti si distribuiscono attorno al valore p. La
larghezza della distribuzione dei valori medi sara tanto piu stretta
intorno al valore vero quanti pit elementi scelgo per ogni
campionamento (m).

ATTENZIONE: |I'errore standard sulla media & funzione della
deviazione standard della distribuzione ma non & la deviazione
standard della distribuzione.



La distribuzione reale
confrontata con un ipotetico
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Teorema del limite centrale per una distribuzione
uniforme dei dati.

33 4

Distribuzione dati

o Seriel

Il teorema del limite ~  Distribuzione medig] = ==*

centrale mi dice che: 2 —

- la distribuzione delle -
media campionarie ha una — —
forma gaussiana qualunque |
sia la distribuzione della | r

opolazione,
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- il valore medio della
distribuzione delle medie

campionarie ¢ il valore  * — SR

medio della popolazione =

35 4
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la varianza della
distribuzione delle medie =
campionarie ¢ la varianza

della popolazione divisom |
(numero di campionamenti)
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Accuratezza delle stime

Il valor medio ottenuto da un solo campione di m elementi e
una stima del valore aspettato della popolazione.

L 'errore standard della media rappresenta una stima dell’errore fatto
nella stima del valore atteso. Se non conosco la deviazione standard della
popolazione utilizzo la stima della deviazione standard (s) per valutare
I"errore sulla media

oz TS
vmo o Jm

Risultato di un osservazione:

Xr T O 7 T — oz < valore vero < X + o

Nota: attenziona al significato di queste formule



Accuratezza delle stime

Per migliorare la stima del valore atteso si pud ripetere
|"esperimento utilizzando K campioni indipendenti

del valore atteso & la media

. : K

In questo caso la migliore stima 1 ~

LI = — E £
delle medie campionarie: K P

variahza:

Utilizzando K campioni | K
indipendenti |'errore D — . =\2
0z = 7 Z;(a:,,, T)

2=

8l

standard della media si
calcola (radice quadrata)

dalla varianza della Stima della varianza:
distribuzione delle medie . K
campionarie: P T — 71)2
TOK —1+4 (% = 2)

=1



Standardizzazione e normalizzazione

La distribuzione delle medie campionarie X su campioni di m elementi
segue una distribuzione normale indipendentemente dalla distribuzione
della popolazione d'origine

1 . (85 —p)?

:B

La variabile: ¢ =

e una variabile aleatoria che, per m molto grande, ha una
distribuzione Normale Standard (ha media nulla e varianza unitaria):

1 .
g(t) = —=e " /2

V2T




Intervalli di Confidenza

ovvero quale & la probabilita di sbagliare la stima?

Pb.: un'osservazione su un campione di m elementi
fornisce come risultato il valor medio & di una
variabile aleatoria.

1) costruisco una
variabile aleatoria con = LT H g(t) =
distribuzione nota, es.: % V2T

2) sulla base della g(+) determino i valori di t che hanno una
bassa probabilita di essere osservati, cioé:

- fisso un livello di confidenza ..

- determino un intervallo di valori t,,—t, (intervallo di
confidenza) tale che la probabilita di osservare *t

all'esterno dell'intervallo dato sia minore di o
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a=Plt<a)=Pt<ty)+ Pt >t) = / g(t)dt + /Oog(t)dt

—00 to

g(t)

035

Se t, <t <t, la probabilita di
osservare 1l valore di t,
calocolato 1n base ai dati, ¢

(1-0)

Se t<t, ot>t,la probabilita
d1 osservare 1l valore di t,
calocolato 1n base a1 dati, € o

Pty <t <ty)) = /tzg(t)dt =1-a«

t1
probabilita che t appartenga all'intervallo t; - 1,



dato il valore medio—-assery+=iosu un campione di m

elementi, il valore o= crfarcdella popolazione () e
ontenuto nell’intervala:
[57 — thl; T + O’jtl]

con probabilita 1-a.



Pt <t<ty) =P(pu—ozt1 <T< p+ ozts)

dato il valore medio T, osservato su un campione di m
elementi, 1-a ¢ la probabilita che questo sia compreso
nell’intervallo

[ — ozti; pu+ ozta)

che pud essere detto anche: o e la probabilita di fare un
errore maggiore di ozt utilizzando la media come stima
del valore atteso (quantificare il rischio)

funzione EXCEL: CONFIDENZA(a, dev.st, m)




Intervalli di confidenza: varianza nota

Se le osservazioni sono distribuite con:

valor medio &
dev.st. 0z =

A

funzione EXCEL: CONFIDENZA(a., dev.st, m)

La resistenza elettrica di un cavo viene misurata con

uno strumento che ha un'incertezza =0.5 Q. Vengono
effettuate 5 misure, ne risulta un valor medio R=4.52 Q

CONFIDENZA(0.05, 0.5, 5)=0.438

La resistenza vera del cavo é:
R=452+044Q oppure: R=[4.08,4.96]

Nota: o rappresenta il rischio di sbagliare, cioé la probabilita
che il valore vero della resistenza sia esterno all'intervallo dato




Intervalli di confidenza: varianza campionaria

Molto pid spesso non conosco la varianza della distribuzione. La
migliore stima della varianza in un campione di m elementi é:

S T — [

R da cui: t:\/m

S S
Plp—t1— << pu+ty——)

vm vm

probabilitd che il valore osservato sia nell'intervallo [t — ozt1; 1+ ozta]
intorno al valore vero.

_ S _ S
lili—tl—;i’+t1—]

vm_m

funzione EXCEL: INV.T(a,m-1) =1,

Nota: la variabile t cosi definita ha una distribuzione nota (+-Student)
con v = m-1 gradi di liberta. La t-Student approssima una distribuzione
Gaussiana per v che tende a infinito




Una misura dell’altezza di un gruppo di 20 studenti fornisce il valore
medio: H = 1.68 m con la deviazione standard stimata s = 9 cm.

Determinare gli intervalli di confidenza con un incertezza minore di

1%, 0.5% e 0.05%
Dati

numero di osservazioni: m 20

walor medio 1.68

dev. standard: s 0.09

Risultati Fisultati
H 162 " 174 161 "175 188 177 H= S 168+007 168+-0.03 165+009

a % 1 05 0.05 % 0.5 0.1 0.05
t a 2.66 317 418 ta 317 3 88 419
Dol oo oo o / t*s/m*0 & 0.064 0.078 0.084

/

inv.T(a; m-1)

Nota: Se conosco la varianza utilizzo la
funzione "confidenza", se devo stimare la
varianza utilizzo la funzione "inv. T"

CONCATENA(TESTO(valore,"0.00"),"testo"....)




Test di ipotesi, test

statistici
1) ipotesi da verificare Es.: il valore misurato e
ipotesi nulla: H, compatibile con il valore vero?
2) costruisco una variabile T — [ 1 L2
aleatoria con distribuzione b= . g(t) = \/2_6 v
m

hota, es.:

3) sulla base della g(t) determino i valori di t che hanno una
bassa probabilita di essere osservati, fissando il livello di
confidenza a.. Se, in base alla distribuzione scelta, il valore
osservato fornisce un valore di t con bassa probabilita di
essere osservato, |'ipotesi deve essere rifiutata.

Quale ¢ il rischio di scartare un dato compatibile?




del P = (1-a)

Se t<t,ot>t,1l
risultato (cui ¢ associato il
valore t) non €
compatibile I'ipotesi
: _' ' ' fatta con una probabilita
t t del P = (l-OL)

o rappresenta la probabilita di sbagliare e scartare
un'ipotesi corretta.




F-test

Si hanno K esperimenti, ognuno effettuato su un campione di
m, osservazioni, m=m;+m,+....m, numero di osservazioni

Ipotesi: (H,) i diversi campioni derivano tutti dalla stessa
popolazione (stessa media e stessa varianza)

Exp; Exp, . . . Expg

mq 1Mo Mg

T1,1 21 TK,1

L1.2 L2 2 LTK.2

r1,3 223 LTK,3
€1 L, X2 .mMo LK NS

medie: X, X5 Xk

dev.st: s 59 SK



Nota: La media delle medie campionarie ¢, in generale, diversa
dalla media sull'intera popolazione

Media delle medie

1 K ~
X:K;Xk

Media sull’intera popolazione: media di medie pesate per la
numerosita di ciascun campione

My :rna ?nh K s K s
: Y e T+ Y A Bt D _ S p—q MrpXp _ S ey X
my + ma + e My Zﬁx_l ms m

-4

1 &
X:a;

i M§

Media sull'intera popolazione: & una stima migliore della media.



Stima della varianza A

Se i gruppi appartengono alla stessa popolazione possiamo stimare la varianza
in due modi

A media pesata delle stime della varianza ottenute nei vari
campionamenti (in):

o SN o148
. 5:1 (my — 1) m— K

media delle stime della varianza in ogni gruppo

K
2 1 2
Sin — I E :Sk
k=1

se le numerosita dei campioni sono eguali: m=m,



Stima della varianza B

B: assumiamo, nell'ipotesi che i campioni provengano tutti dalla stessa

popolazione, che i valori medi ottenuti nei vari campionamenti siano
tutti una stima dello stesso valore medio X della popolazione.

Possiamo stimare la la varianza della popolazione come media delle
varianze stimata per ciascun campione:

1 - 2
2 . % A%
Sp = 1 E mj, (X,cf_ — X)
k=1

Nota: per campioni della stessa numerosita:

K

_ Z(Xk_X)QZS?Y dove: Sk & l'errore
me K -1+~ standard sulla media

2
St?"a — ]'

quindi:
2 __ 2
Stra — MoS ¥



| a variabile F

Stime della varianza della popolazione

varianza delle medie media delle varianze
campionarie campionarie
K K 2
5 1 | _ _ .9 2 _ pe1 (M — 1)sy
_ . . S = = =
Stra —  I- E g (Xk - X) s K 1
K —1 4 et (Mg — 1)
k=1 K 1 2
_ 1 (Mg — 1)s%
m— K
varianza della popolazione stimata dalle
F B medie campionarie (fra)

varianza della popolazione come media delle
varianze campionarie (in)




La variabile F

varianza della popolazione stimata dalle 2
F - medie campionarie (ra) F(I/ y ) _ Stra
varianza della popolazione come media delle 1> %2 32
varianze campionarie (in) m

Sin < Stra

S.,e S;., Sono due stime della stessa grandezza quindi mi

aspetto che il loro rapporto sia F~1

tra

Valori di F~1 indicano che le deviazioni standard dei campioni sono
simili, quindi i campioni provengono dalla stessa popolazione.

Valori di F>>1 indicano che le deviazioni standard dei campioni sono
diverse, quindi i campioni provengono da popolazioni divere.

Quanto sono significative queste differenze?



Gradi di liberta
K = numero
F(Vnzvd) di campioni

v,: gradi di lib. numeratore: K-1"

vq: gradi di lib. denominatore

Vd=m1+m2+... mK—K:m'K

Appendix 2 F-distribution. 5% Table Appendix 3 F-distribution, 1% Table

For fixed dfy. df> the tabulated value

is the number f = Fy, 4, (0.01)
prob =0.05 such that for F ~ F(dfi.df2), prob=0.01
e pr(F = f) = 0.01.

For fixed df;, dfs the tabulated value
is the number f = Fy, a5, (0.05)
such that for F ~ F(dfy.dfs).
pr(F = f) = 0.05.

I ! I T
0 3 0 ]
= Fur,, a; (0.05) f= Fur,, 15(0.01)
\% Vi \% Vn

Sl | 2 3 4 ) G 7 8 9 10 12 15 20 30 60 d | 2 3 4 5 G 7 ] 9 10 12 15 20 30
L] 161 199 215 224 230 233 236 238 240 241 243 245 248 250 252 1| 4052 4999 5403 5624 5763 HSHR 5928 5O81 6022 G055 G106 G157 6208 G260
21 18,5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 194 19.4 19.4 19.4 19.4 194 10.4 19.5 19.5 2 085 99.0 99.2 99.2 99.3 99.3 994 99.4 99.4 99.4 094 99.4 99.4 99.5
30 10,1 9.55 9.28 9,12 9.01 8.94 8.80 885 881 8.79 8.74 8.70 8.606 8.62 8.57 3] 341 30.8 2095 287 282 97T.0 97.7 7.5 973 272 271 26.9 926.7 26.5
1| 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 596 5.91 5.86 580 575 5.64 4] 212 18.0 16.7 16.0 15.5 152 15.0 14.8 14.7 145 144 14.2 14.0 13.8
51 6.61 5.79 541 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.62 4.56 4.50 4.43 5 163 133 12.1 114 11.0 107 105 103 102 101 989 972 055 038
6| 5.99 5.14 4.76 4.53 4.30 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.94 3.87 3.81 3.74 G| 13.7 109 9.78 9.15 875 847 8.26 810 7.98 7.87 7.72 7.56 7.40 7.23
T 1550 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.51 3.44 3.38 3.30 71 199 055 845 T.85 T.46 T.10 6.99 6.84 6.72 6.62 647 631 6.16 5.99
81 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3,50 344 3.39 3.35 3.28 3.22 3,15 3.08 3.01 g1 113 265 7.50 T.01 6.63 637 6.18 6.03 5.01 581 5.67 552 5.36 5.20
915,12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.20 3.23 3.18 3.14 3.07 3.01 2.94 2,86 2.79 9| 106 802 699 642 6.06 580 5.6l 547 5.35 5.26 511 4.96 481 4.65
X o 2 an oo . 2.07 3.02 2.08% 2.91 2.85 2.77 2.70 2.G2 ' T Thr e an T Can e e I UL e T e
101 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.85 2. 70 2.6 10| 10.0 7.56 6.55 5.99 564 5.39 520 506 4.94 4.85 4.71 4.56 4.41 4.25




Funzione EXCEL: INV.F (o, v, v,)

Il livello di confidenza a indica il rischio (probabilita) di sbagliare
affermando che i campioni sono diversi quando in effetti derivano dalla
stessa popolazione.

& | B | ¢ | D E | F | & |H]|] ¢ | o |k | L | m | n
1 c 1 c2 C 3 C 4 Mumero di osservazioni
2| 9408 5395 9443 | 10624 = B0
3| 10426 | 10566 | 7816 | 9576 IR (scvisci i fivedio di confidenza
4 | 10353 G424 55.530 8612 Mumera di campioni
5 | 8240 8527 85 .48 80.23 k= 4 [F 1125 |
B | %59 81.24 94.26 95.24 ¢ |confronts
7| 9283 8040 | 10184 | 9532 media (tutti | dati) Test 2 75943
§ | 9377 B5E1 | 10734 | 10385 K= 93 66
9 | 11208 | 8313 | 10524 | BB4F
0| 9949 9975 | 105892 | 9449 Wl w2
A| 9254 9544 9022 | 10239 3 56
2| s482 86.00 51.51 93.21 X
3| 9ED05 8257 9173 | 11043 m=K-1, m=m-K
4| 84418 5330 7416 | 10657
5| &62a 8964 a7 100 .95 % =g 5,
G| 10207 | grz 52.51 9012 ; S " K
T T1303 0 37326 105883 7430 | SRk / '
5 15 15 15 15 0 m_k 52 in
8105455 54490 158825 109845 : (m-13=2 75.538
0 |
M1 8468 9129 9213 9553 | ¥k
21104 5595 2335 B.255 ' [H_k-cia]2 "2 tra
5} 15622 83825 35032 123819 ms2k 86133 - \
L] \
E ! |.‘—'
5 |
¥
- —1
% 5




Confronto fra due popolazioni
t-test

Problema: si vogliono confrontare se due popolazioni
normali, X; e X,. Supponiamo per ora che queste abbiano la
stessa varianza (omeoschedasticita).

Ipotesi: (H,) le due popolazioni hanno la stessa media

differenza delle medie campionarie \ \
o fferenz m mpion t X -X
c . Vv
errore standard sulla differenza delle medie Oz, —Zo
campionarie
- - o2
52 —? 4o X=X o2 = L
T1—T2 T1 Zo v o i m;
\/(72 + o2
t1 T2 v=m3 +mg — 2

La variabile aleatoria t, seque una distribuzione nota (+-student)
con v gradi di liberta



X - Xy

o
2 2 i
\/0:7;1 + 0z, ’ m;

=

810
Va)

Se m, e diverso da m,

tu _ Xl — XQ 52 _ (m1 — 1)8% + (mg — 1)8%
\/32/m1—|—32/m2 my + mo — 2
[ o - -
S

| em=m,=m |

X, — X, &2 (s1 + 53)
V252 /m v=2(m- 1)

14




Confronto fra due popolazioni: t-test

La distribuzione della variabile t, ha una forma nota come

“student’ st distribution” (tende alla distribuzione normale di
Gauss per N—»)

La forma della distribuzione dipende da un solo parametro,
legato alla numerosita del campione: 1l numero di gradi di
liberta

V= m+m,-2
Valor “piccoli” di t indicano che la differenza fra le medie dei

due campioni non ¢ significativa (1 campioni sono consistenti),
valori “grandi” indicano una differenza significativa

Per formalizzare 1l concetto, s1 considera la probabilita che il
valore di t sia maggiore (in valore assoluto) di un dato limite.

I valori di cui |t| ¢ maggiore con una data probabilita sono
dett1 “valori critici” e si trovano tabulati (—)



0.4

0.35

t-test

Fissato il numero di gradi di liberta, la tabella indica i valori di t tali per cui la
probabilita di ottenere un valore maggiore (in modulo) di quello indicato sia

pari ad o
x: Two Tails: 0500 | 0.200 | 0100 | 0050 | 0020 | o0.010
df:
1 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
. 5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
- [5 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
= 7 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.439
E B 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
: 9 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
3 10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
= 11 0.697 1.363 1.795 2.201 2.718 3.106
- 12 0.695 1.356 82 2.179 2.681 3.055
E Z=-1.98 Z=1.86
F 13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
ERegTone critica Reqiane critica
S . 14 0.692 1. 1.761 2.145 2.624 2.977
- | | | 15 0.691 /_341 1.753 2.131 2.602 2.947
R T R R ' 16 0.69pf 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
= 2.567 2,898
of o \ \ (o)
la probabilita che t,;>2.228 e <5% ] R
— — — — — 2.539 2.861
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845




funzione EXCEL: TEST.T(X,, Xg , coda, tipo)

X, X, insiemi (matrici) dei dati corrispondenti ai due
campionamenti

coda: 1 - test auna coda
2 - test a due code

tipo: 1 test accoppiato (stesso numero di valori)
2 test omeoschedastico (stessa varianza)
3 test eteroschedastico (varianza diversa)

Il risultato rappresenta |'indice di confidenza del test. Ad
esempio, un valore

TEST.T(....)=0.02
indica che, in base ai dati, la probabilita di sbagliare dicendo
che le due medie sono diverse ¢ il 2%.

Non posso dire che al 98% sono equalil E' sbagliato dire che le medie sono diverse con il
2% di probabilita




A B C | o | E | F| & H | 1 | J | H | L | hd | M
1 Tabela 1 — —
2 C1 c2 ||, X — X
3 85.55 9414 v = - ;
Z g9.52 a4 57 \/"‘"),"{”!I + -*3;’???2 _ inserisel i Hivelio df canfidenza
5 8557 9416
6| 9350 | 9946 T
T_ 83.06 g8 gz Cluantovale k_a  per un livello di
8 | 8359 g9.20 Test (2 code)] 2056 [* confidenza a3 adue code)
9 | 8233 G747 Test (1 coda)  1.706
10 8762 93.51 \ Cluantowale &_a per un livella di
l 7465 50.00 confidenza a aduna sola coda
12| 7485 &1.53 Risultato
13| 8307 103.71 Diversi
14| 7540 4.1
15| 7972 8541
16| 8462 a0.32 probahilitd (%) di osservare
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In Excel la funzione Test.T restituisce la probabilita

di osservare casualmente la differenza riscontrata.

Si distingue il caso in cui non si

conosce il segno della differenza (test
a due code) da quello in cui si conosce
il segno della differenza (una coda)

F

regione critica da una
sola parte della
distribuzione (1 coda)
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