Corso integrato di informatica, statistica e analisi dei dati sperimentali

Esercitazione 4

Esercizio 1) Regressione  lineare. Il file SESS0 ETA. ALTEZZA PE=O
“altezza_peso.dat” € un file ASCII che contiene i dati di [3—g scps | anms cm g
altezza, peso e eta di un numeroso gruppo di studenti, 0 NE 180 B5
divisi per sesso. Importare i dati in un foglio Excel 0 202 180 75
(utilizzare I’opzione dati delimitati da spaz per ripartire i 0 03 173 =
dati nelle colonne). Il file altezza_peso_soluz.xls e un file 0 234 187 g3
Excel che pu0 essere consultato e preso come modello 0 21 4 164 BE
O 25 186 a4
dare una breve descrizione statistica dei dati: valori 0 20.8 175 57
minimi, massimi, media, var. etc... 0 206 170 B9
O 271 180 71
n e 171N ]
otatistica
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I 27559
min ég; 1;23 142|:||jn|j Correlazione
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I = oo s

controllare i valori della correlazione tra i dati di eta, altezza e peso. | dati di altezza e peso sono
fortemente correlati. Concentriamosi su questi (volendo graficare i dati di peso o altezza in funzione
dell’eta)
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Presentare i dati di peso in funzione dell’altezza in un grafico xy

Pezo v.g. atezza
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Calcolare la retta di regressione riportando sul grafico la retta, I’equazione e il fattore R?. In seguito
sara utile avere i parametri delle curve di regressione con precisione elevata, per aumentare il numero
delle cifre significative utilizzare il tasto destro sul riquadro dei parametri per accedere al menu

“formato etichette dei dati”

Utilizzare la macro “regressione” nelle opzioni di
“analisi dati” per ottenere una tabella riassuntiva dei

QUTPUT RIEPILOGO

Statistica della regressione

R multiplo| 0.770658
R al quadr; 0593961

parametri della regressione lineare e il tracciato dei g g oesasrs —1
reSidUi Errore star 7.3685091
. Osservazic 2768
ANALIS YARIANZA Il
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Regression 10 219005.1 219005138 4032.98352 0.00E+00
Residuo 2767 1497148 54.2035042
Totale 2768 3BE719.9
Coefficientt Ew. St Stat significativita Inf. 95% Sup, 959
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Peso vs. Altezza

La regressione lineare ha un termine noto diverso da zero, 130
fisicamente poco significativo dal momento che prevede un 120 Sp— Y
peso negativo ad altezza nulla! Possiamo pensare ad un """ Ré-0suosera S ’
modello piu realistico in cui il termine noto sia nullo. = *
La regressione lineare passante per I’origine non riproduce §
bene il dato e il coefficiente R? diminuisce chiaramente. Il =
che suggerisce che il modello non sia corretto.
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Si puo pensare ad un modello piu fisico con polinomi di secondo o terzo grado passanti per I’origine
Calcolare le curve di regressione con funzioni polinomiali di secondo e terzo grado. | coefficienti R?
aumentano aumentando I’ordine del polinomio. Cid suggerisce un miglioramento dell’accordo.



Vogliamo innanzitutto verificare il miglioramento della regressione e poi quantificarlo

Parametri della
regressione
Ndat 2759 — \
param Lineare Lingére bo= cubico
b0 -119.43 j’/
b1 1.08164 0.376651 -0.329104 1132401
b2 0.004156 -0.01298
b3 | A a7es.521 | aic 537678 [ alc a7raser|s0iE0s|  AIC 47E4.57005
npar 2 1 2 3
Mlib 2756 S50= 9748 | 2757 SS0=—247964 4 | 2756 SS0—— 1478579 | 2755 S50=14R397 057
C C C C
fit residui TEs 2 fit residor resh fit residur 252 fit resionT resa?
7526068 -10.2657 1053841 6780255 -2.00255 7854314 7o.4185 104185 1085451 7580344 -105034 0 110322151
7526568 -0.26568 (.070505| 67.80255 7197445 5180322| 754185 -0.4185 0175139 7550344 -0.50344 | 025344702
42 P 5020066 9 - 2663537 B L 554029 EF - 47 1924054
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Per fare questo, per ognuno dei metodi di regressione utilizzati:

A: calcolare le curve teoriche utilizzando i parametri ottenuti dal raffinamento

B: calcolare i residui (res = dati —fit) (per la regressione lineare I’opzione “regressione” fornisce anche
una tabella con andamento teorico e residui)

C: calcolare la somma dei quadrati dei residui (SSQ) calcolando i residui al quadrato e poi sommandoli
D: calcolare il numero di parametri, numero di osservazioni e numero di punti indipendenti (gradi di
libera) per i tre metodi.

I coefficienti AIC (Akaike information criteria)

AIC = N log (%) + 2n,

N

Mostrano un effettivo miglioramento dell’accordo passando da regressione lineare, quadratica a cubica.
L’AIC é decisamente piu elevato per il modello lineare passante per I’origine.

Effettuare un test F per quantificare statisticamente il miglioramento dell’accordo:

=]
SS5Qs = S5Q. 55Q.
F(nge — nps, N —npe.—1) = | —
pc R pc N 1
Npe — Nps — Npe —
SSQ. = somma dei quadrati dei residui per il modello piu . _
complesso (maggior numero di parametri) Lin/lin b=0 test Cub/lin test Cub/guad
. . . .y . . F 1716.571 F B2.43424 F 27 48585
SSQs = somma dei quadrati dei residui per il modello piu nl 1 o 1 n i
semplice (minor numero di parametri) n2 2756 2 2755 n2 2755
Npe = NUMero parametri per il modello piti complesso statf 420290 stalf 39ET8] stalf T7EL7

Nps = NuMero parametri per il modello pit semplice

N = numero totale di dati DU LB (65 il )

Si vede che la regressione che utilizza un polinomio di terzo grado e sicuramente migliore della
regressione lineare o della regressione quadratica e che la regressione lineare con termine noto non
nullo e sicuramente da preferire alla regressione passante per I’origine.




Nota: dal momento che passando da regressione lineare a regressione quadratica senza temine noto
(passante per I’origine) in numero di parametri non cambia, quindi, diminuendo SSQ, il test F ¢
sicuramente positivo.

Volendo provare a vedere cosa succede non imponendo il passaggio per I’origine o utilizzando
polinomi di grado piu elevato.

Ci sono differenze tra uomini e donne? .
Copiare i dati in un nuovo foglio, separare i dati di TWL_\
uomini e donne e graficarli separatamente mostrando le

Uomini I:II:nnm‘:,{r Uarmini ;{ Donne ,.I"r
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curve di regressione lineare.
190 Area del grafica
B Uarmini Donne 120 &
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N 1079 1660 Le 110 P — = o
min  19.1 155.0 450 19.1 146.0 40.0 : ——Linesre (Donnel | Pe® o 2
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Per prima cosa effettuiamo sui due gruppi Inserisci... e oete ol colesirat
- . = posCa | rogl =eleznonatl
(uomini e donne) separatamente la stessa Elimina ala cartel
analisi fatta per i dati globali. Per non dover — [Akezza_peso_sohiz s =
riscrivere tutto duplicare il foglio utilizzato — _ Prima del foglia:
per i dati globali usando la procedura [ spostaocops... | T
- - - - . . - ornini_donr
descritta in figura. Fare due copie ed Setams W el Uerin | Crea una
eliminare tutti i dati degli uomini da una e Colorqinmsestiosand (spostasls|  CODIA =
tutti i dati delle donne dall’altra. Con poche |57 yioys RN | Eesamms :
.gn . . . X s v Crea Una copia:
modifiche si dovrebbe riuscire ad ottenere  vuti% Uemini_donre 7 Ui 7 T
un’analisi dei gruppi Uomini e Donne ok | s |
separatamente.
test Cubilin test Cubiguad
F 2738509 F 0992134
nl 1 i 1
n2 1075 na 1075
=tat F 0.09523] =tatF 0.519433
Mokt 1074 I I
param Lineare quadratico cubico
ha -E7ATT2
a3} 0.912585 -0.07813 06534732
b2 0.002511 -0.00552
b3 | Al 1942953 | Al 1942 223 ] 2.44E-05 | Al 1943.79044
ngar 2 2 3
Ik 1076 SE0= BTE14.49 1076 SEQ= BTS04 91 1075 SEQ=  G7442 BEGRY
it residui res"2 it residui res"2 fit residui res"2
FP.O0EE1 | 1208581 1461221 Trolds 120146 144 3505( 7685977 -11.8595 140654178
770551 -2.05881 | 436052 VY0146 20146 4053599 V685977 | -1.85977 3458744966
To.y 107 114.4901 TOE154 106134 1126865 704972 104972 110191223




[E—. - o pancce ay
1 p= 031255500 - STATT20413
R® = 0.34305246

Il criterio AIC mostra che un modello cubico non é
giustificato (AIC maggiore), mentre la regressione
lineare e quadratica sono praticamente indistinguibili. 11
test di F mostra una significativita del 9% utilizzando il
modello cubico rispetto a quello lineare, quindi il rischio
di sbagliare affermando che la regressione cubica &
migliore di quella lineare & del 9%. Se si confronta la
regressione cubica con la regressione quadratica il
rischio di sbagliare affermando un miglioramento supera
il 30%!
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MNdat 1073
param Lineare guadratico cubico
b0 -45. 2867
b1 0620518 0.064754 1.560451
b2 0.001703 -0.01652
b3 [ A 1637.195 | A 163648 | 5.55E-05 | AIC 1636.70411
npar 2 2 3
Mlib 1076 550= 3520796 | 1076 S550= 3515428 | 1075 550=  35021.2801 |
fit residui res’2 | fit residui rest? | it residui res'? |

Anche per le donne il miglioramento dell’accordo usando una regressione con polinomi di terzo grado
non € molto alto. E’ possibile che il miglioramento che si era osservato passando da regressione lineare



a regressione cubica senza considerare le differenza uomini/donne fosse fittizio? Per verificare questa
ipotesi vediamo se e preferibile un fit cubico sul gruppo intero dei dati o due fit lineari indipendenti su
uomini e donne.

Per questo prepariamo una tabella in cui riassumiamo i valori ottenuti per SSQ nei diversi casi: lineare,
quadratico e cubico sia per i dati globali, sia separatamente uomini e donne

lin guad cub
tutti S50= 14971476 S50= 147857 86 S50= 145357 .09
uormini SS0= B7B14.492 SS0= B7504.914 S50= B7442 BRY
donne S50= 35207 965 SS0=  35154.285 S50= 3502123

Per le regressioni effettuate separatamente sui due gruppi SSQr € la somma degli SSQ calcolati per
Uomini e Donne separatamente e va usato nel calcolo dell’ AIC o del test F. Il numero di parametri € la
somma dei parametri utilizzati per uomini e donne separatamente. Si vede che utilizzare due modelli
lineari indipendenti separatamente per uomini e donne migliora I’accordo rispetto all’uso di un modello
cubico che non tenga conto delle differenze tra i gruppi.

Dal foglio Tuitti Dai fogli Uomini e Donne
Mdat 2753
pararm cub tutti lin Uomini + lin donne test insiemelseparati
npar 3 HEE 4764.6701 4 [ aC 43433165 F 11671043
Mlib 27485 Sol= 1435708 2754 Ssl U= 67614 ni 1
550 D= 15203 nz2 2754
550_T= stat F 1426213




Esercizio 2) Propagazione degli errori Volendo calcolare la densita di un blocchetto di rame di forma
cilindrica sono state effettuate una serie di misure del diametro D (mm), dell’altezza H(cm) e del peso
W (g). Le misure di D e H sono effettuate con uno strumento (calibro) avente una sensibilita di 0.05
mm mentre il peso € misurato con una bilancia di precisione avente una sensibilita di 0.02 g. | dati sono
registrati nel file ASCII cilindrol.dat. Il file Excel densita.xls (cartella misural) é utile come linea
guida dell’esercizio mostra.

Importare i dati in un foglio elettronico e, per ognuna delle misure, calcolare il volume e la densita,
ricordando che il volume del cilindro e:

2
V=mr-H
Mentre la densita e:
w w 4 W
p ey pu—
V. @wr2H =wD?H
A) Utilizzare un foglio elettronico per P Vel = Densit
calcolare la densita per ognuna delle o H M Y
. . min cm 5] cm®3 gicm®3
misure effettuate facendo attenzione  ops  omos ooz v err err.
A A H HR . 4983458 1000234 1.753511 1.951 0.399
a”e Unlta dl misura Utlllzazate' D [mm]’ 4944095 993956 1.765074 1.915 0.922
H cm ’W e Cm' S.013506 1000072 1.754515 1.974 03589
[ ] [g] p [g ] 5055575 9997964 | 1.757555 2.007 0.876
5.053545  9.99654 | 1.771167 2.005 08583
S.064185 1000055 1.752667 2014 0.570
4932029 55957474 1.769575 1.905 0.927
4957039 1000539 1.769365 1.954 0.905
S NSnRsS ) O Q0fadd | 4 TEAINA NN neaTe

B) Volume e Densita sono due grandezze derivate. Il calcolo degli errori, per ogni misura, richiede
I’applicazione delle formule di propagazione degli errori statistici assumendo che gli errori sulle
grandezze misurate (D, H e W) siano casuali e distribuiti “normalmente” e che le grandezze misurate
siano indipendenti.

2
Il volume é calcolato da misure di D e H: V= wHT

nelle ipotesi fatte possiamo stimare I’errore sul volume utilizzando la formula per la propagazione degli

errori statistici: . af 2 .
oy = Z (@) O p:

i

che, nel nostro caso diventa:

o av 2 9 2 Walume Errori parziali
€y = =1 €t 55| €p
oH oD| * W errore errare
con cm*3 dovuto dovuto
a1 ; 5 W err &l Diametro all'atezza
OV _mDH _2v 9OV _ D" _V 1951 | 000 | oo | oooos
oD 2 D " OH 4 H 1915 0010 0.010 0.0005

14874 | 0010 .00 0.0005

, o : [ 2007 | 0010 | 0010 | 0.0008
e epe gy sono gli errori di misura. Per ora assumiamo che questo sia ' >ogs  ooto | ooi0 00005

Y% dell’errore di lettura. Nel calcolo fare attenzione alle unita di = 2014 om0 | ood0 | 00005

misura utilizzate: H [cm] e D[mm] TANR AT rnnns
Si pud notare come I’errore sulla misura del diametro del penets g TenPATEL
cilindro fornisca il contributo dominante all’errore sul volume g/om*3 dovuto  dovuo dovuio
Brr al Diametro  al'aftezza  al peso
5.9380 0.090 0.0a0 0002 0.005
9149 0093 0093 0.0z 0.005
5.890 0.0E9 0.0a9 0002 0.005
2708 0.0s6 0036 .00z 0.005
8.75d 0.0ay 0.0a7 .00z 0.005
8.699 0.0586 0036 0002 0.005

9473 0093 0.033 0002 0.003

o Od4 mnan noan s nlintal Nrnns



Per I’errore sulla densita, la propagazione degli errori é:

. ap 2, dp ’ . dp 2,

Gf) = ‘8—1) fb + 8—H Gi{ 4 W G%‘V
dove:
Op| _ 8W 2 ap|  4W _ p odp|_ 4  _p
OD| w«D3H D OH| n#D2H2 H OW| «D*H W

Si puo usare una formula piu semplice utilizzando direttamente I’errore su V anziche separatamente su
D e H. Provare!

C) calcolare i valori medi, varianza e deviazione standard per i valori misurati D, H e W e per i valori
calcolati di V e p. (fare sempre attenzione alle unita di misura):

I STATISTICA e T
] [} H w W P ST SNSRI

i cm r] cim*3 S ofcm®3 Stard dells
| Medie | 4897 9938 17.510 | [[1881 ] e m“t‘”;“ oo 8932 | Medie |  awibunine
| war. 00023 00000 00002 0.0014 qmw‘m‘a 00267 vk e mols Gomts
| devst 0.045 0005 0014 0.0373 ety 0169 *devst | usamanissropananione
| errmedia [__0.008 000 0002 | 0.0063 00286 |errmedia | segkemonon e s
N e S BT Caioiste eilinn s A5 av .

Froraganime ceml e e L e . £ 11 ﬂ F;
ap afg | "
el o Erne
| et et ot vk 0.03728 0.00105
a

L’errore standard della media e, per definizione: €z = ik

dove N ¢ il numero di misure effettuate. In base alle deviazioni standard delle distribuzioni D, H, W
(misurate) e W e p (calcolate) si possono quindi stimare gli errori sulle medie, che risultano migliori
rispetto a quelli ottenuti da una singola misura.

Osservando la deviazione standard dalle misure di D, H e M si vede come queste siano in ottimo
accordo con quelle attese in base alla sensibilita degli strumenti.

Per calcolare I’errore sui valori medi calcolati su Volume e densita possiamo applicare la propagazione
degli errori utilizzando gli errori calcolati dalle distribuzioni di D, H e W.

Il calcolo degli errori effettuato su V e p utilizzando le regole di propagazione degli errori o dalla
deviazione standard della distribuzione sono del tutto simili.

Nota: come prima sulle singole misure il contributo all’errore sul volume - |dV’ v
dovuto agli errori su D ed H si nota che I’errore su D ha un effetto molto piu ' |2D dH
grande che non I’errore su H: 0.055072 | 0.002319
Lo stesso vale per I’errore sul calcolo della densita.

L &) €H

Rizultato
Nella tabella finale riportare il risultato é riportato con il numero corretto di |p= §.932
err .= 0.029

cifre significative accordate con I’errore:

Generalmente I’errore si riporta arrotondato alla prima cifra significativa diversa da 0. Se questae 1 0 2



si riportano due cifre significative. Nelle indicazioni del NIST (national institute for standards) &
possibile utilizzare sempre due significative per gli errori. Questo semplifica la produzione automatica
di tabelle, ad esempio con fogli elettronici.



Esercizio 3) Propagazione degli errori: Variabili correlate Per calcolare la densita del rame sono
stati misurati il volume e il peso di una serie di cilindretti nominalmente eguali. 1l file cilindro2.dat
contiene una serie di misure del diametro D (mm), dell’altezza H(cm) e del peso W (g) per i cilindretti.
Le misure di D e H sono effettuate con uno strumento (calibro) avente una sensibilita di 0.05 mm
mentre il peso & misurato con una bilancia di precisione avente una sensibilita di 0.02 g.

Come sopra utilizzare un foglio elettronico per calcolare la densita per ognuna delle misure effettuate
facendo attenzione alle unita di misura utilizzate: D [mm], H [cm], W [g] e p [g cm™]

Utilizzare il modello precedente per calcolare i parametri statistici delle distribuzione.

C) calcolare i valori medi, varianza e deviazione . . Msmﬂsnm .
- - - - - - lﬂ
standard per i valori misurati D, H e W e per i valori mm om ; T
calcolati di V e p. (fare sempre attenzione alle unita ~ Medie 4838 10000 17483 15150 8 G
N i War. 0.0049 0.0001 02353 0.0030 0.0095
di misura) devst [0070  0m12  o4es D.D;S 0097 4
Dev.st(...)

Le deviazioni standard delle distribuzioni forniscono una determinazione sperimentale della
dispersione delle misure e, quindi, dell’errore associato alle diverse grandezze. QOsservando la
deviazione standard dalle misure di D, H e M si vede come queste siano sensibilmente maggiori di
quelle attese in base alla sensibilita degli strumenti. Questo effetto puo o H ”
essere dovuto a reali differenze tra i vari cilindretti utilizzati per la misura. mm cm g
Assumendo che gli effetti fisici (dimensioni e densita) e gli effetti 4996 10000 17.451
dell’incertezza della misura siano indipendenti, questi si sommano in 00049 0.0001 02437
quadratura. Possiamo quindi stimare il contributo alla varianza dovuto alle ~ *™2 - :TD:E nau
2. 1Z1Ca

. as .. . . oy- . 2 _ 2 2 . .
diversita fisiche tra i vari cilindretti: %iot = Omis T e € quindi:  goss ooiz | 0404

2 2 2
Oreal = Otot — Omis

Vediamo che, in questo caso, gran parte dell’errore osservato sulle grandezze misurate sia dovuto a
effetti fisici (differenze reali tra i cilindretti) piuttosto che a errori di lettura (che appaiono praticamente
trascurabili).

D) Per calcolare I’errore sui valori medi calcolati su Volume e

densita possiamo applicare la propagazione degli errori Ertialis st iaitbone:
Y. . . . A .. . F CEVTIE TR

utilizzando gli errori calcolati dalle distribuzioni di D, He W giem3 tagtarctdole

che sono piu realistici degli errori di lettura. 8902 Medie dlistribunione

Se come per il volume si calcola I’errore sulla densita UD-UDUQE‘E d” "
applicando la formula per la propagazione dell’errore statistico -__Ei___h Ervore S aRRsitE

- - Y - , S M
si vede che la stima dell’errore & molto diversa dall’errore R
calcolato utilizzando la distribuzione delle densita (deviazione
standard)

Proviamo a capire perché! AN
La formula utilizzata per la propagazione degli errori statistici: g? — Z (8+f) gg‘
i ’

i

e valida nell’ipotesi che le misure siano indipendenti. Se questo non e vero bisogna tener conto della
correlazione tra le variabili e la formula corretta é:
af a
o‘% = Z —f—f()auij

" Op; Op;



1 N .
Covy = VZ(PE - p)z = G;:i

dove Covijj sono i coefficienti di covarianza, i termini diagonali
- k

. T . L 1 _ _
rappresentano la varianza della variabile i mentre i termini misti Cov;; = }VZ(P-L'—P{)(PJ'_P;E)

Sono: k

e si possono calcolare usando la funzione COVARIANZA tra due matrici di dati.

Quando le misure di D, H e W sono dominate da errori di lettura I’indipendenza dei dati di altezza,
diametro e peso e plausibile. In questo caso la situazione € diversa: abbiamo visto che la dispersione dei
risultati per D e H, molto maggiore dell’errore di lettura, suggerisce che i cilindretti siano
effettivamente diversi I’uno dall’altro. Ora il peso e il volume dei cilindretti non sono variabili
indipendenti, al contrario il peso di un cilindretto dipende dal suo volume, quindi peso e dimensioni
non sono variabili indipendenti, anzi, esiste una legge fisica che lega il volume al peso:

W=pV

Il coefficiente di correlazione di Pearson r quantifica il grado di
correlazione tra due grandezze X (X1, X2, ...Xn) € Y (Y1, Y2, ...Yn), indica  pr =

Z-s;(:’f?-i. — @) (yi — §)

, 1 _
quale frazione della variabilita osservata su Y dipenda dalla variabilita di X. 0; = - Z(“‘é - 1)

Si puo usare la funzione CORRELAZIONE di Excel per valutare il grado di
correlazione tra due insiemi di dati. La correlazione tra i valori di Volume
(V) e Peso (W) e grande mentre tra Diametro (D) e Altezza (H) € piccola.

correlazione -4 0.9z

-0.15

correlazione D-H

Si riporti su grafici i valori osservati di W in funzione di V e i valori di H in funzione di D
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| grafici permettono di evidenziare il significato della “correlazione”. | pesi osservati mostrano un
andamento crescente in funzione dei pesi osservati. (correlazione elevata). Al contrario é difficile
vedere una relazione tra i valori W e D (correlazione bassa).

Calcoliamo quindi I’errore sulla densita tenendo conto della correlazione tra le misure.
Nel nostro caso:



a

1 2 M 2 1 M

Usando la formula corretta per il calcolo della varianza, che tenga conto della correlazione tra le
variabili (covarianza), i risultati sono del tutto consistenti:

™ b

il Covarianza W-%
oo™ /
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