Esercizi di analisi complessa

A cura di: Fabio Musso, Orlando Ragnisco.



1 Operazioni con i numeri complessi

I numeri complessi furono introdotti in matematica attraverso lo studio delle
radici di polinomi cubici, quando Niccold Tartaglia (1500 — 1557) sviluppo una
formula per la soluzione delle equazioni di terzo grado. Infatti, in tale formula
potevano apparire radici di numeri negativi, anche nel caso in cui essa venisse
applicata a polinomi cubici con le tre radici reali. E questo il caso, per esempio,
dell’equazione di terzo grado

23— =0, (1)

che possiede le tre soluzioni reali
ry=-1, x22=0, z3=1. (2)

In questo caso la formula risolutiva di Tartaglia da:

(e Y
x—\/§<(\/_1) +(\/_1)1/3> (3)

Se si utilizzano per le radici dei numeri negativi le stesse proprieta che valgono
per le radici dei numeri positivi ((y/—a)? = —a), possiamo scrivere formalmente
le radici cubiche di v/—1 come:

S (-VBHvTD), VT o (VBvED). (4)

Sostituendo le tre radici (4) nella formula risolutiva (3), otteniamo esattamente
le tre radici reali (2).

Al tempo di Tartaglia le radici di numeri negativi erano considerate esclu-
sivamente un artificio matematico per poter arrivare alle soluzioni reali. Cos’e
che rende allora i numeri complessi qualcosa di pitu di un mero artificio? La
proprieta fondamentale & che i numeri complessi formano un campo numeri-
co, come i razionali ed i reali. Infatti, se definiamo i numeri complessi come
I’insieme delle espressioni della formas:

z=x+1y con z,y € R, (5)
dove i & I'unitd immaginaria (i2 = —1), la somma di due complessi come
z=2z1+ 29 = (x1 + x2) +i(y1 + y2) (6)
e il loro prodotto come
z = z122 = (2172 — Y1y2) +i(21y2 + T2y1), (7)

tutti gli assiomi di un campo numerico sono soddisfatti (i complessi sono chiu-
si sotto addizione e moltiplicazione, ’addizione e la moltiplicazione sono as-
sociative, commutative, dotate di elemento neutro e di inverso, e, infine, la
moltiplicazione ¢ distributiva rispetto all’addizione).

Dalla definizione di numero complesso (5), segue che i numeri complessi
sono in corrispondenza 1 : 1 con le coppie di numeri reali (z,y), dove = prende
il nome di “parte reale” del numero complesso z e si denota con Re z mentre y
e la sua “parte immaginaria” e si denota con Im z. Se immaginiamo tali coppie



come punti di un piano (il cosiddetto “piano complesso”), possiamo passare alla
rappresentazione polare di un numero complesso, infatti, ponendo

x = pcos(9), p =+ y? (8)

y = psin(¢), tg(¢) = .

abbiamo:
2= 2 +iy = p(cos(9) + isin(@)). (9)

p prende il nome di “modulo” del numero complesso z (e si indica con |z|), e ¢
¢ il suo “argomento”. Poiché ¢ € un angolo, ¢ definito a meno di multipli di 27.
L’insieme dei possibili valori di ¢ si denota con Arg z e il valore per cui

0<¢<2r (10)

con argz e si chiama “determinazione principale” di Argz. Vale percio la
formula
Arg z = arg z + 2k, kel. (11)

Introducendo il complesso coniugato z di un numero complesso z (5)
zZ=ux—1y,
possiamo scrivere il suo modulo anche nella forma
|z| = Vz Z.
Utilizzando la formula di Eulero-de Moivre
cos(¢) + isin(p) = €'? (12)
¢ possibile scrivere la forma polare di un numero complesso come:
z = pe'?, p = |z, ¢ = argz. (13)

La formula (12) permette di estendere la definizione dell’esponenziale al campo
complesso, avremo infatti:

e* = et = %™ = % (cos(y) + isin(y)). (14)

Diversamente dal caso reale, ’estrazione di radice e il logaritmo sono ope-
razioni sempre lecite in campo complesso. Utilizzando la forma polare (13) e il
fatto che I'angolo ¢ & definito a meno di multipli di 27, abbiamo che:

(ﬁ)k —pr ™ kew. (15)

L’argomento di (zl/")k ¢ compreso tra 0 e 2w per k = 0,...,n — 1, e, inoltre
vale (21/™) 40 = (2/™)x per ogni k, quindi I'equazione (15) definisce gli n punti
del piano complesso:

ji¢t2km
n

wkH:p%e , k=0,...,n—1, (16)

ognuno dei quali € una radice n—esima di z.



Per il logaritmo complesso Ln(z) avremo invece:
Ln(z) = In (pei(¢+2kw)) =In(p) +i(¢+2kr), ke (17)

In questo caso i punti del piano complesso definiti dalla (17) sono, in generale,
tutti distinti e abbiamo infiniti valori possibili.

Esercizio 1.1 Calcolare (1 +14)/(1 —1).

Per effettuare una divisione tra numeri complessi e sufficiente moltiplicare nume-
ratore e denominatore per il complesso coniugato del denominatore. Nel nostro
caso:

1+i 1+4dl+i (1+4)2? 1+42i—1
= =1.

1—i 1—il+4i 2 2

Esercizio 1.2 Calcolare V/i.

Passiamo a coordinate polari. ¢ ha modulo 1, quindi dobbiamo risolvere:
i =" = cos(¢) +isin(¢) = cos(¢) =0 sin(¢) =1 = ¢ = g —i=e7

Ora possiamo usare la formula per le radici ennesime di un numero complesso
(16) che nel nostro caso da le tre soluzioni:

4k
Wiyt = €Xp <ZHT”> . k=0,1,2.
Abbiamo quindi le tre radici:
N 3 i
w; = €' =cos (%) + 2s1n (%) = g + %,
;5T om .. 5%3 \/§ 7
wy = € & = COS (F) + 2 81n (F) = 77 + 57
= i3 — | +isin 3_7T ——
ws = €'z =cos| is 5 ) =
Esercizio 1.3 Calcolare Ln(—1 — /3i).
Passiamo nuovamente a coordinate polari:
p= \/(71 —V3i)(—1+V3i) =2,
1 3
cos(¢) = —3 sin(¢) = —g = ¢=-



Usando la formula (17) per il logaritmo di un numero complesso:

4
Ln(—l—\/gi)k :ln(2)+z (gﬂ'-ﬁ-Qk’ﬂ') s ke Z.

Esercizio 1.4 Calcolare (1 +i)°.

L’elevazione a potenza in campo complesso € la generalizzazione naturale del-
I’elevazione a potenza in campo reale:

("), = exp (wLn(2)) , keZ. (18)

Poiche la definizione (18) coinvolge il logaritmo, in generale i punti del piano
complesso definiti dall’elevazione a potenza saranno infiniti.
Scriviamo 1 + ¢ in coordinate polari:

1+i=pe?

p=V({I+)1-i)=V2

Quindi ¢ deve soddisfare I'’equazione:

) 1 1
e = cos¢p+ising = ;(1 +1i) = —2(1 + 1)
Da cui:

i Sil’l(ﬁ*i — QS—
V2 V2 N

Utilizzando la definizione (18), abbiamo quindi

cosp =

[(1 + z)l}k =exp[iln(l+1),].
D’altra parte da (17)
Lo(l +4), = In (\/5) ti (% n 2k:7r) ,

quindi
(1+i) = o~ (F+2kn) ,iln(v2)



2 Formule di Cauchy—Riemann e applicazioni

Consideriamo ora funzioni nel campo complesso, cioe leggi che associano ai punti
di un certo sottoinsieme M del piano complesso, punti di un altro sottoinsieme
N. Se z & un punto di M, w € N sara la sua “immagine” sotto f se w = f(z).
Poiché w ¢ un numero complesso, possiamo scriverlo nella forma w = u + iv,
definendo in questo modo due funzioni reali delle due variabili reali x e y, che
prendono il nome di parte reale e parte immaginaria della funzione f(z):

f(2) = u(x,y) +iv(z,y). (19)

Nel seguito restringeremo la nostra attenzione a funzioni definite su insiemi
aperti e connessi, che prendono il nome di “domini” e che indicheremo con D.
La funzione f(z) & continua in zg € D se esiste il limite di f(z) quando z tende
a zp, e questo limite e uguale a f(zo)

lim f(z) = f(z0). (20)
zZ—20
Poiche tale limite deve esistere qualunque sia la direzione nel piano complesso
lungo cui z tende a zg, la continuita di f(z) in zo implica la continuita di u e v
in (20, yo)-
La funzione f(z) si dira derivabile in zg € D e indicheremo la sua derivata
con f’(zp), se esiste, finito, il limite

i 1) = F(0)

z—zo z— 2o

= f'(=0)- (21)

L’esistenza del limite (21) & equivalente a richiedere che le funzioni u(z,y) e
v(z,y) siano differenziabili in (xg,yo) e vi soddisfino le “Condizioni di Cauchy-
Riemann”:

- 22)
Zo,Yo Zo,Yo
Le condizioni di Cauchy-Riemann (22) sono equivalenti all’annullarsi della de-
rivata parziale di f rispetto al complesso coniugato di z, z: df/0z = 0. Quindi
f(2) & analitica se non dipende da z e le sue parti reale e immaginaria sono
derivabili.

Se una funzione f(z) & derivabile in un dominio D, allora si dice che f &
“analitica” (o “olomorfa”) in D. La derivata f’(z) di una funzione analitica
f(z) = u(x,y) + iv(z,y) & anch’essa analitica, da cui segue lesistenza delle
derivate parziali seconde di u(z,y), v(x,y). Derivando le condizioni di Cauchy-
Riemann, si ottiene che u(z,y) e v(z,y) sono funzioni “armoniche”:

?u 0%
92 Topz ~ 0 (23)
9%v 9%
92 Tor 0 (24)

Viceversa, data una funzione reale di due variabili reali che sia armonica, €
sempre possibile trovare una funzione analitica di cui questa sia la parte reale o
immaginaria. Tale funzione ¢ determinata a meno di una costante.



Le condizioni di Cauchy-Riemann implicano inoltre che le curve di livello
u(x,y) =cost. e v(x,y) =cost. definiscono una rete ortogonale (infatti i gra-
dienti di u e v, che sono ortogonali ai vettori tangenti alle curve di livello, sono
ortogonali tra loro).

Esercizio 2.1 Per quali valori del parametro « la funzione
u(z,y) =sinz (e~ + )

puo essere considerata la parte reale di una funzione analitica f(z)? Determi-
nare tali funzioni.

Sappiamo che u(z,y) = Re f(z) se e solo se u(x,y) & una funzione armonica:

o2 0?
a—xZJra—yZ = (a® —1)sin ze” ¥ =0
Quindi i valori ammissibili di @ sono +1. Per a = 1 abbiamo u(x,y) =

2sinz coshy e risolvendo Cauchy—Riemann per v(z,y):

0 0
T 9cosa coshy = P — v =2cosz sinhy + f(z)
Ox oy
Ov , . , ou . . .
— = —2sinz sinhy + f'(x) = —— = —2sinz sinhy = v = 2cosz sinhy + k
Ox dy
Sostituendo quest’espressione in f(z) = u(x,y) + iv(z,y) ed esprimendo le

funzioni trigonometriche e iperboliche in termini di esponenziali di variabile
complessa, troviamo:

flz)=i (e_i(x"‘iy) — eiletiy) 4 k:) = 2sin 2z + ik.

Se scegliamo a = —1 otteniamo u(z,y) = 2sinz e? e da Cauchy—Riemann:
ou v
— =2coszeY = — = v=2cosxe x
0 0
20— _2sinze + f(z) = 2 9sinze? = v=2cosze’ +k
Ox oy

Sostituendo in f(z) = u(z,y) + iv(x,y) troviamo:

f(z) =2e¥ (sinz + icosz) = 2ieY (cosz — isinz) = 2ieYe ™ = e {@+W) = 9jo—=

Esercizio 2.2 Dire se la funzione

s cosy +ysiny

u(:c,y) =e x2—|—y2

puo essere la parte reale di una funzione analitica f(z) e in caso affermativo
determinare f(z).



Notiamo che il denominatore € la parte reale di zz. Dovra quindi esistere una
funzione g(z), tale che:
u(z,y) = Re (—g(z_)z) 7
2Z
cosi che u(z, y) sia la parte reale di una funzione indipendente da z. Uguagliando
i numeratori:
e’ (zcosy +ysiny) = Re (g(z + iy)(z — iy))
da cui segue:
glx +iy) = e®(cosy +isiny) = €*

Concludendo:

u(z,y) = Re (% + zk)

dove e# /z & una funzione analitica in tutto il piano complesso privato dell’origine.

Esercizio 2.3 Per quali valori del parametro « la funzione
u(z,y) = e** (cos2 y — sin® y)

puo essere considerata la parte reale di una funzione analitica f(z)? Determi-
nare tali funzions.

Esercizio 2.4 Per quali valori reali di o la funzione
u(z) = 2 + ay?

¢ la parte reale di una funzione analitica f(z)? Determinare f(z) sapendo che

7(0) =o.

Esercizio 2.5 Caratterizzare le curve di equazione u(z,y) = c¢1 e quelle di
equazione v(x,y) = ca, con ci1, c2 € R, associate alla funzione f(z) = u(z,y)+

iv(x,y) = 22

Abbiamo che

2% = 2% — y? + 2ixy.

Quindi dobbiamo risolvere per

2

uz,y) =a® —y? =c1,  w(zy) =22y =

Notiamo che se consideriamo una rotazione nel piano

(2)=( oty ~smo) (),



con § = /4, otteniamo

= ﬁ(x*y), y = %(xﬂ/)-

Nelle nuove variabili possiamo scrivere la condizione su u nella forma:
!/ ! /1.0
u(z',y") = 22"y = .

Vediamo quindi che le curve di livello per u(z,y) sono anch’esse delle iperboli
come quelle di v(z,y) ma ruotate di un angolo /4 in senso orario.
Risolvendo I'equazione per u(z,y) otteniamo le curve:

y=x\22 — 1.

L’equazione per v(x,y) ci da invece

C2

y:%,

Sappiamo, dalle formule di Cauchy-Riemann, che le curve di livello della parte
reale e della parte immaginaria di una funzione analitica formano tra loro reti
ortogonali. Verifichiamolo esplicitamente in questo caso usando le espressioni
che abbiamo trovato per u(z,y), v(x,y). A questo scopo calcoleremo i vettori
tangenti alle curve di livello nello stesso punto e mostreremo che sono ortogonali.
Le curve di livello u(z,y) = ¢; hanno la forma parametrica:

Yu(t;cr) = (t, +4/12 — cl) , (25)

mentre quelle di v(z,y) = ¢z hanno la forma:

’Vv(t;cQ) = (ta %) : (26)
Consideriamo un generico punto del piano complesso (zg, yo). La curva v, passa
per (rg,%0) quando t = xg, ¢; = 22 — y2 e dobbiamo scegliere il segno piil o
meno in (25) in accordo col segno di yo. La curva =, (t; c2) passa per lo stesso
punto quando ¢ = g, ca = xoyo. 1l vettore tangente alla curva v, () in (zg, yo)
¢ quindi dato da:

t
o)y = <1,sgn<yo>—)

2 _
1= = 1/ lt=ag,c1=03 43

11 vettore tangente alla curva v, (t) in (zo, yo) € invece dato da

’ _ C2 - Yo
')’U(t,CQ)|(l.07y0) o (1’ 7t_2) ‘t:l‘o C2=T0Yo N <1’ $_0> '

Abbiamo quindi:

Yt €] (2o,0) * Vot €2)|(2g.40) = O-



Figura 1: Alcune curve di livello per u(z,y) = ¢ (linee sottili) e v(z,y) = ¢
(linee spesse).
Esercizio 2.6 Sia f(z) una funzione intera e

Re f(z) = u(x,y) = [x(cosx — sinzx) — y(cosz + sinx)]e” Y.

Calcolare la funzione

o) = 7).

Per ipotesi la funzione f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € intera e quindi analitica in
tutto il piano complesso. Ne segue che per ogni zg = xg + iyg € C il limite:

o f(z) = flz0) _ - u(z,y) — u(xo, yo) +i(v(w,y) —v(zo,%0)) _
lim = lim - = f'(20)
z2—20 zZ— 2o T—T0,Y—Yo T — o+ z(y - yO)

sara indipendente dalla direzione con la quale z tende a zg. Possiamo quindi
calcolare il limite lungo la direzione y = yg = cost. parallela all’asse z:

() = Tim u(z, o) — u(zo, Yo) +i(v(, yo) — v(w0,%0)) _ @(xo,yo)%—i@(wo,yo)
T—xo T — X0 ox ox

Poiche f(z) ¢ analitica, varranno le condizioni di Cauchy—Riemann:

Ou  0Ov Ou  Ov

dr 9y Oy Oz

Utilizzando la seconda condizione, possiamo scrivere f’(zg) esclusivamente in
funzione delle derivate prime di u(z,y):

ou Ou
f'(20) = %(mo,yo) - Za—y(xo,yo)

10



Nel nostro caso avremo:
— —i—=—(1+49)(z+iy —i)(sinz —icosxz)e?

Dalla formula di Eulero:

(sinz —icosx) = —ie™
Quindi
% - ig—z =i(1+3)(z +iy —1)e' T = (1 4i)(iz — 1)e* = f'(2).

Esercizio 2.7 Trovare la soluzione u(x,y) del problema di Dirichlet:

ZE+0E=0 (@4 <R (27)
u(z,y) = cos?(6) (2% +y*> = R?,0 = arctg ¥) (28)

La condizione (27) ci dice che la funzione u(x, y) & la parte reale di una funzione
analitica per |2| < R, quindi se riuscissimo a scrivere cos?(6) come la restrizione
al cerchio di raggio R della parte reale di una funzione analitica avremmo risolto
Pesercizio. Se |z| = R, possiamo scrivere

2= Re" = R(cosf +isinf).
Elevando al quadrato
2% = R? (cos2 0 — sin? 0 + 2icos€sin9) = R? (2(:052 0—1+ 2icos€sin9) ,

quindi

2 2
Rez2=R2(200529—1), = cos29=Re<Z +R)

2R?

Ponendo z = x + iy nella espressione per cos® otteniamo la soluzione del
problema di Dirichlet:
1,2 _ y2 + R2

u(z,y) = 57

Esercizio 2.8 Caratterizzare le curve di equazione u = cost e quelle di equa-
zione v = cost associate alla funzione f(z) = Ln(z).

Esercizio 2.9 Scrivere l’analogo delle condizioni differenziali di Cauchy—Riemann
per le funzioni f(Z) della variabile complessa Z = x — iy. Sotto quali condizioni

vale f(Z) = f(2)? (specificare in termini di Re(f) e Im(f)).

11



Esercizio 2.10 Per quali valori del parametro a le sequenti funzioni possono
essere considerate la parte reale di una funzione analitica?

1. uyi(z,y) = cosh(x) cos(ay)

xa

2. ’U;Q(x’y) = m

Esercizio 2.11 Dire se le funzioni di variabile complessa:

T+ 31y
hGe) = e
T — 1y
R = s

sono analitiche.

Esercizio 2.12 Dimostrare che la famiglia di curve:

r™ cos(nb) = cost
r" sin(nf) = cost

costituisce una rete ortogonale.

Esercizio 2.13 Caratterizzare le curve di equazione |w| = cost e quelle di

equazione arg(w) = cost associate alla funzione w = e*. Costituiscono reti
ortogonali?

Esercizio 2.14 Determinare la famiglia di funzioni analitiche la cui parte reale

¢ data da:
T

u(z,y) = m

Esercizio 2.15 Per quale valore del parametro « la sequente funzione é la parte
reale di una funzione analitica f(z)?

u(x,y) = x sin(z) cosh(y) + ay cos(x) sinh(y)

Determinare f(z) a meno di una costante immaginaria e fissare tale costante
richiedendo che

2f(x)dx=2+i7r

s
2

12



3 Integrali curvilinei

Consideriamo ora l'integrazione delle funzioni di variabile complessa su curve
~ nel piano complesso che, se non altrimenti specificato, supporremo sempre
rettificabili e prive di autointersezioni (curve di Jordan). Sia z(t), a < ¢ < b,
I'equazione parametrica della curva vy esia tg = a < t; < ty--- < t, = b una
partizione del segmento [a,b] cui corrisponde la partizione di v in archi v, di
estremi zi—1 = z(tk—1) € 2z = 2(tx), k = 1,...,n. Indichiamo con p la massima
ampiezza degli intervalli definiti su [a, b]:

= tp — to—
o=, max Itk — k-1,
e con (; = 2z(7k), Tk € [tk—1,tx] un punto appartenente a 7. Allora l'integrale
della funzione f(z) lungo la curva 7 & definito come:

n(p)

[ £ = tim > 1@ - o), (29)
v k=1

con pn(u) limitato. L’integrale esiste se tale limite esiste ed & indipendente
dalla scelta della partizione tg,...,t, e dei punti (5. 0 In particolare, se la
curva v possiede lunghezza finita e la funzione f(z) € continua su v, l'integrale
esiste sempre.

Se poniamo f = u + v, 2k = T + WYk, Cx = &k + 1Nk, pOssiamo scrivere:

n(p)
[ = m > G- ) =
Y u=0 k=1

n(p)
= lim > (& me) (@r — w-1) = (&) (Ur — Y1) +

n(p)
i lim Y o(&rme) (@r — 1)+l me) (s — Y1) =

/ (uz, y)dz — v(z, y)dy) + i / (v(a,y)da + u(z, y)dy) . (30)

v

Vediamo quindi che 'integrazione lungo un cammino nel piano complesso si ri-
duce all’integrazione lungo il corrispondente cammino mel piano reale di funzioni
reali di due variabili reali. Inoltre, se la curva v € derivabile a tratti, 'integrale
(29) si riduce al calcolo di un integrale definito di una funzione complessa di
variabile reale:

/vf(z)dz = /ab fz@) (t)dt = /aba(t)dt +i/abﬂ(t)dt, (31)

()2 (t) —v(a(t), y(1)y' (1),

alt) = u(z(t),y ) —v(z(t),y
Bt) = ulx(t),y(t)y () +v(@(t), y(t)2'(?).

Se la curva 7 ¢ chiusa, denotando con I(v) il dominio interno ad essa (cio¢
il dominio contenuto a sinistra della curva rispetto al verso di percorrenza) e

13



assumendo che le funzioni u e v abbiano derivate prime continue, possiamo
utilizzare per (30) il lemma di Green nel piano e ottenere:

ou Ov Ju Ov
z)dz - dx ANd ——l——)—i—i dx Nd (———)
/vf( ) 1() ! (‘91/ Oz 1) "oz~ oy

= / a—J_tdZ Az (32)
1() 0%

L’equazione (32), oltre ad essere uno strumento utile per calcolare integrali com-
plessi su curve chiuse, ci mostra che se f(z) & analitica in I(y) e continua sulla
curva, allora il suo integrale lungo «y si annulla. Questo segue dalle condizioni
di Cauchy-Riemann (22).

Se denotiamo con —+v la curva v percorsa in verso opposto, ossia facendo
variare t in z(t) da b ad a, con L la sua lunghezza e denotiamo con M =
max,e~ |f(2)], allora per lintegrale (29) (quando esiste) valgono le seguenti

proprieta:
/ fe)d = — / f(2)dz, (33)
Y -
M-L

L f()dz

La proprieta (34) & nota come “disuguaglianza di Darboux”.

Una nozione particolarmente utile per l'integrazione di funzioni di variabile
complessa & quella di “valor principale”. Sia v un arco di estremi o e 3 e sia f(2)
una funzione continua su « ad eccezione di un punto interno ¢ € v in cui f(z)
diverge. Consideriamo una circonferenza centrata in ¢ di raggio ¢ abbastanza
piccolo di modo che la circonferenza intersechi la curva « nei due soli punti ¢/
e ¢!, con (! tale che ¢ non & contenuto nel tratto dell’arco che va da « a (.
L’integrale improprio di f(z) su « esiste se esistono separatamente i limiti

< (34)

¢ 5
1im/ f(z"d7, lim [ f(z')d?.
e—0 e—0 7
« ¢l
Quando invece i due limiti divergono separatamente ma esiste il limite della loro
somma, tale limite prende il nome di valor principale di f(z) su +:

¢ B
P [ £ = lim ( [ s+ f(z')dz'> @)

c//
€

Esercizio 3.1 Cualcolare

?{dz|z|2
r

dove T" il cammino chiuso, simmetrico rispetto all’asse immaginario e percorso
in senso antiorario, definito dalle condizioni:

y=0 -1<z<1,
r=1 0<y<l,
Y=z 0<z <1,
y=—-x —1<z<0,

z=—1 0<y<1.
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i—1 141

V4 73 \
V5 Y2

1

Dividiamo la curva I' nei cinque cammini differenziabili indicati in figura. L’e-
quazione parametrica di 7y é:

2(t) =t, |2(t)]? = 12, dz(t) = dt, —-1<t<1, (36)
quindi
1 1 92
/ |z|2dz:/ t2dt = -3 ==. (37)
Y1 -1 -1 3
Su 2 avremo:
2(t) =1 +it, |z(t)]2 =1+ 2, dz(t) =idt, 0<t<1, (38)
da cui
! B\|" 4
/ |z|2dz:i/(1+t2)dt:i(t+—) = —i. (39)
Y2 0 3 0 3
Per 73 possiamo scrivere:
2(t) = (1 +9)t, |2(t)]? = 2t2, dz(t) = (1 44)dt, 1>t>0, (40)
quindi
0 ) 0
/ |2 dz = Z(i—i—i)/ tdt = (1+49)t*] = —=(1+14). (41)
3 1 3 1
La curva -4 e descritta da
2(t) = (i — 1), |2(t)]? = 2t2, dz(t) = (i — 1)dt, 0<t<1, (42)
per cui
! 2 Yoo
/ |z|2dz = 2(i — 1)/ t2dt = Z(i— D] = (i —1). (43)
Ya 0 3 0 3
Infine, per la curva 75 abbiamo
2(t) = —1 +it, |z(t)]2 =1+ 2, dz(t) = idt, 1>t>0, (44)

15



quindi

0 B\° 4
/ |z|2dz:i/(1+t2)dt:i(t+—) T
Vs 1 3/ 3
Sommando i cinque contributi otteniamo
2 4 2 2 4 2
dzlzP=2+4ci—S(Q+i)+2(G—-1)——i=—=
}f =g tgimgrargli-l-gi=—g

Esercizio 3.2 Calcolare lintegrale

Im z
doy—"
?{ 2422—1—1

(45)

(46)

sul cammino chiuso, percorso in senso antitorario, costituito dal segmento che
congiunge i punti diametralmente opposti exp(im/4), exp(i5w/4) del piano com-

plesso e da una semicirconferenza di centro O e raggio 1.

V2 i

]

Al

o

Possiamo dividere il cammino « nei due cammini differenziabili v; e 2. L’equa-

zione parametrica della curva v; ¢ data da

z(t) = (1 +9)t, dz = (1 +14)dt, Im z(t) = t,

Im=z
de—g = (14i dt
le@2+1 ( +”/l

Poiché la funzione integranda ¢ dispari, 'integrale su 7; si annulla.

Sl

quindi

Sk

t
4(t+it)* +1

Sk

16
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Notiamo che su v, abbiamo z(¢) = €' e quindi

ImZZ%(z—z)Z%(z——). (48)

Possiamo quindi riscrivere l'integrale come:

Im z 1 1 1
dz—— = —,/ dz (Z — —) —_— (49)
L2 42241 2% v z) 422 +1

La funzione integranda nel lato destro dell’equazione (49) & analitica su o,
quindi esiste la funzione primitiva ed il valore dell’integrale dipende solo dagli
estremi di integrazione, per cui possiamo scrivere:

1\ 1 cE edr 1
d - = dz—5—— — dz————=1, - I
/72 : (Z Z) 422 +1 /ez% 2t /67% Zz(422+1) e
(50)
Abbiamo che: n
) g
I = ZIn(42* +1) =0. (51)
8 ez%

Per calcolare I sviluppiamo la funzione integranda in fratti, cioé cerchiamo due
costanti A e B tali che:

1 _ A+ Bz  22(4A+B)+ A (52)
2(4224+1) 2z 42241 z(422+1)
La soluzione di (52) & ovviamente A =1, B = —4, quindi:
e% 1 4z 1 ei%ﬂ
I, = dz |- — ———| =1In(z) — = In(42% +1 =4 53
o= [y 4|3 gy~ ) - gl )| (53)

Ricordando che l'integrale su ~; si annulla e utilizzando i valori trovati per Iy
(51) e Iz (53), otteniamo infine:

Im 2z 1 T
dze—r—=— (L - 1) =——= 4
?{ 121 22'( 1 k) 2 (54)

Esercizio 3.3 Integrare le funzione |z| sullo spicchio di cerchio delimitato dal
segmento di estremi 0 e R dell’asse reale e dalla bisettrice del I quadrante.
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3
72

IS8

Y

Y1 R

Il cammino chiuso v puo essere separato nelle tre curve differenziabili 1, vo
e v3. L’equazione parametrica di y; & z(r) = r, 0 < r < R, per cui avremo
|z(r)| = r, dz = dr, quindi

R 2
|z|dz = rdr = R— (55)
71 0 2

L’equazione parametrica di 2 & z(¢) = Rexp(ip), 0 < ¢ < 7/4, per cui
|z(¢)| = R, dz = iRexp(i¢)d¢, quindi

/4 ] .
|z|dz = z/ R*e"%d¢ = R* (e'% —1). (56)
0

V2

Infine, Pequazione parametrica di v3 € z(r) = rexp(in/4), R > r > 0, per cui
|z(r)| = r, dz = exp(in/4)dr, quindi

0 2 R? -
|zldz= | re'*dr=——=¢e'%. (57)
V3 R 2

Sommando i tre integrali otteniamo:

R? x . .
/ |z|dz = -+ R? (' —1) — —¢'i = ("% —1) (58)
.

Alternativamente, possiamo calcolare l'integrale utilizzando il lemma di Green
(32). Nel caso di |z| abbiamo u(z,y) = /22 + 42, v(z,y) = 0, per cui sosti-
tuendo in (32)

Y

x
|z|dz = — de N dy———=+1 dx N\ dy——. (59)
/v () Va? +y? () Vit +y?
Conviene passare a coordinate polari:
x = rcos(p), y = rsin(¢) dx Ndy = rdr A dg. (60)

18



Sostituendo (60) dentro (59) e notando che I(y) si ottiene facendo variare r tra
0Oe Re ¢ tra 0 e m/4, otteniamo:

L|Z|dz = —/OX sin((b)d(b/Oerr—i—i/Oz cos(qﬁ)dqﬁ/oerr:

7l (3) -1 ()] =7 €10

Esercizio 3.4 Determinare sotto quali condizioni su p, 3 € C risulta definito
il sequente integrale:

w3

1
I:/ "1 cos(BInz) da
0

e calcolarne il valore.

Riscriviamo l'integrale nella forma:

1 1

1 [td . o

/ xu—l cos(ﬁlnx) dr = 5/ jeulnx (ezﬁlnx +e—zﬁ1n1) _
0 0

1 1 ) 1 d )
=3 {/ d(lnx)e(““f@) Inz +/ %e(uﬂﬁ) lnw] =1 + I.
0 0

Facciamo il cambiamento di variabile Inz = t e otteniamo:
0
=1t / at [t 4 ole=]
— 00

Dobbiamo ora determinare quando esiste il limite

1 0

0
lim l/ dt [e(“"'w)t—i—e(“_’ﬂ)t} = — lim (
2

c——0c0 e 2 c——oc0

e(ntift) N e(u—iﬁ)t)
ptif p—if
Chiaramente se u = +if, l'integrale ¢ divergente. Il limite (61) esiste quando
sono soddisfatte le due condizioni:

(61)

C

Re(p+i8) >0 = Rep >Imp
Re(p—if8) >0 = Rep> —Imp

Entrambe le condizioni possono essere riassunte nell’'unica condizione Rep >
|Im 3|. Quando questa condizione & verificata, I'integrale vale:

_1( 1, )_ "
C2\p+if p—iB) P+ 5%

Esercizio 3.5 Calcolare l'integrale

Rez
dz ——
}f 2211

sul cammino chiuso costituito dal segmento [—1,1] dell’asse reale e dalla semi-
circonfernza di centro O e raggio 1 del semipiano superiore, percorso in senso
antiorario.
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Esercizio 3.6 Integrare la funzione f(z) = 1/Z sul cammino dato dalla circon-
ferenza di centro O e raggio 2 percorso in senso antiorario.

Esercizio 3.7 Integrare la funzione |z|? sullo spicchio di cerchio di centro 0 e
raggio R delimitato dal segmento [0,iR)] dell’asse immaginario e dalla bisettrice
del II quadrante.

Esercizio 3.8 Cualcolare lintegrale delle funzioni:

Rez Imz
fi(z) = 20 fa(z) = 21

sul cammino chiuso costituito dal segmento (-1,1) dell’asse reale e dai due
segmenti congiungenti rispettivamente i punti -1 e 1 con il punto %z Confron-
tare il Tisultato con il valore assunto, sullo stesso cammino dall’integrale della

funzione f(z) = (22 + 1)L

Esercizio 3.9 Calcolare l'integrale delle funzioni

Rez?
Fi(z) = p;
Im 22
Fy(z) = ~

sul cammino chiuso che si ottiene considerando gli archi di circonferenza di
centro Uorigine e raggi r = 1 e r = 2 e di aperture w/2 nel I quadrante, il
segmento (1,2) sull’asse reale e il segmento (2i,1) sull’asse immaginario.
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4 Sviluppi in serie

Consideriamo una serie di funzioni analitiche in un dominio D semplicemente
connesso, che denotiamo con S(z)

S(z) = Z fn(2), z€D, fn(2) analitiche in D. (62)
n=0

Se la serie converge uniformemente, allora la funzione S(z) & analitica in D,
inoltre, se le funzioni fx(z) sono continue in D U 3D e la serie ¢ uniformemente
convergente anche su DUOJD, allora puo essere derivata indefinitamente termine

a termine:
SW(2) =3 fP(2). (63)
n=0

Consideriamo una serie di potenze centrata nel punto zg:
o0
S(2) =Y enlz = 20)" (64)
n=0

Ovviamente la (64) ¢ un caso particolare della (62) e per essa valgono tutte le
proprietd gia menzionate, inoltre abbiamo che la serie (64) converge nel cerchio

1 .
|z — 20| < R, — =limsup V/|cp). (65)
R n—oo
e la convergenza e assoluta e uniforme in ogni dominio chiuso contenuto in
tale cerchio e di conseguenza vi definisce una funzione analitica. Se invece
|z — 20| > R, la serie (64) & assolutamente divergente. La formula (65) per
stimare il raggio di convergenza ¢ nota come formula di Cauchy-Hadamard.
Un’altra maniera di stimare il raggio di convergenza di una serie di potenze ¢
. . . . o0
attraverso il criterio del rapporto: la serie S = )" ; a, converge assolutamente

se
|an+1]

lim <1
n—oo  |ay|
e diverge se invece tale limite & maggiore di 1. Utilizzando questo risultato per
le serie di potenze (64), avremo che la serie converge quando
- Jenta(z — 20)"

lim <l = J|z—2< lim
n—oo  |cn(z — 20)"| n—00 |Cpy1|

— R (66)

Possiamo ora domandarci quando una funzione analitica possa essere rappre-
sentata attraverso una serie di potenze. Sappiamo gia che una funzione analitica
¢ infinitamente derivabile nel suo dominio di analiticita; abbiamo inoltre che una
funzione f(z), analitica in un dominio D, ammette sviluppo di Taylor in ogni
punto zg interno a D

1

F(2) = F(a0) + (2= 20) ' (20) + 52— 0)F" (o) -+ = 3 = F P (z0) (2= 20)"

2!
(67)
e il raggio R di convergenza della serie di potenze (67) puo essere stimato, oltre
che con la formula di Cauchy-Hadamard (65) o il criterio del rapporto (66),

n=0
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misurando la distanza tra il punto zg e il pit vicino punto di singolarita della
funzione f(z). Per quanto detto a proposito delle serie di potenze, la serie di
Taylor (67) converge assolutamente e uniformemente in ogni dominio chiuso
contenuto nel cerchio di raggio R.

Se, dati r e R, la funzione f(z) non & analitica nell’intorno circolare |z —zg| <
r ma lo ¢ nella corona circolare C(r, R) definita da r < |z — 29| < R, allora, per
ogni z € C(r, R), f(z) & sviluppabile in serie di Laurent secondo la formula:

+oo
f@)= 3 ealz—2)", =5 f A0t n+1 (68)

n=—oo

dove « & un’arbitraria curva chiusa interna alla corona C(r, R), e lo sviluppo &
uniformemente convergente in ogni dominio chiuso ivi contenuto. Analogamente
al caso analitico, r ¢ la massima distanza tra zg e un punto di non analiticita z’
di f(z) tale che |2’ — 29| < |z — 20|, mentre R & la minima distanza tra zp e un
punto di non analiticitd z” di f(z) tale che |2" — 29| > |z — 20|

Esercizio 4.1 Sviluppare in serie di potenze la funzione:

z
f(z)= 122+ 1
nei domini:
1. |z| > 1/2
2. |z| < 1/2
3. lz—i/2|< 1

specificando il raggio di convergenza.

Determiniamo innanzitutto i punti di non analiticita di f(z), cioe gli zeri del
suo denominatore.

[—1 )
42 1:0 = — ::l:—
2%+ = z 1 = =z 5

1. Se |z| > 1/2, allora varra [422| > 1 e invertendo:

Conviene allora dividere numeratore e denominatore di f(z) per 422 in
modo da ricondursi alla somma della seria geometrica:

VTRl T iy L, 422 =4n+1

Poiché la serie geometrica converge uniformemente quando il suo argomen-
to € di modulo minore di uno, lo sviluppo convergera in tutto il dominio
|z| > 1/2.
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2. Se |z| < 1/2, allora varra 422 < 1 e utilizzando nuovamente la serie
geometrica:

oo

f(z) 422 + 1 z_: Z n 2”+1

La serie convergerd in tutto il dominio |z| < 1/2 per le ragioni esposte
sopra.

3. Il punto z = /2 & uno dei punti di non analiticitda di f(z) (¢ un polo
del primo ordine). Dobbiamo quindi imporre |z —¢/2| > 0. Notiamo che
possiamo fattorizzare la funzione f(z) nella forma:

1 1
Z—i2 z+i/2

fz) =+

Dato che il dominio in cui dobbiamo sviluppare f(z) ¢ un anello centrato
in z = /2, dobbiamo scrivere la serie in potenze di z — i/2. Sviluppiamo
ognuno dei tre fattori singolarmente:

z2=(2—1/2)+1i/2

Il secondo fattore & gia nella forma voluta. Per quanto riguarda il terzo,
ci riconduciamo nuovamente alla somma della serie geometrica:

1 1
= '2"
z41/2 z—i/2—|—z 1—2(2—2/2 ZZ —i/2)
per li(z—i/2)|=]z—1i/2| <1

7 <znz=:Oz”(z - i/2)”> =

(z—i/2)"

Quindi:

flz) = ((z=i/2)+1/2) —

oo n+1

1
- 52—2/2 Z

e lo sviluppo converge nella corona circolare 0 < |z — /2| < 1.

Esercizio 4.2 Usando la formula di Cauchy-Hadamard (?7):

1. calcolare il raggio di convergenza della serie

-3

3

3|N

:
2. dimostrare che vale l'equazione differenziale

S'(z) 1
z  z2(1-2)

S//(Z) +
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1. Dalla formula di Cauchy-Hadamard avremo:

1
1 L\" (- 21
— = lim (= = lim exp —n(”Q) = lim exp | — n(n)
R n—oo \ N2 n—o00 n n—o00 n

Dimostriamo che vale:

1
im 28 g Ler (69)
r—oo I
da cui segue che varra anche:
1
T O

n—oo n
Per dimostrare (69) consideriamo la funzione:

In(z)

O<k<l1

e facciamo vedere che per x maggiore di un dato zy ¢ limitata. Infatti:

d In(x) 1—Fkln(x)
dr zF = gkl

<0 perx>e%

D’altra parte il logaritmo di z & positivo per > 1 (e 1 & minore di e'/%),

quindi:
1 1
O<I;<ZC)<(E) perac>e%

In conclusione:
. In(x) . In(x) 1 . In(x) . 1
dm = = e g = i e i g =0 (10)

perché abbiamo dimostrato che il primo limite nell’ultimo membro di (70)
¢ finito ed il secondo tende a zero visto che k < 1. Quindi dalla formula di
Cauchy-Hadamard segue che il raggio di convergenza della serie ¢ R = 1.

2. Sappiamo che in qualunque dominio chiuso contenuto all’interno della
circonferenza |z| < 1 la serie converge uniformemente. Per calcolare la
derivata di S(z) possiamo quindi derivare la serie termine a termine:

Il raggio di convergenza di questa serie ¢ ancora R = 1, quindi possiamo
calcolare S”(z) derivando termine a termine la serie di S’(z) per |z| < 1:

Zd2t ESn-1, .,
S// — _ — n—
=2 =

n=1 n=1

Quindi, in qualunque dominio chiuso contenuto nel cerchio |z| < 1:
S'(z) =n-1 2 & 1 & 11
S// _ n—2 _ n—2 _ — m _ = .
(2)+ z n S n Z : z : z1—z
n=1 n=1 m=0



Esercizio 4.3 Determinare i coefficienti dello sviluppo in serie di Laurent nel-
Uintorno di zo = 1 della funzione:

zsin(zm/2)
z—1

f(z) =

Dire in quale regione del piano complesso lo sviluppo in serie converge.

f(2) ha come unica singolarita al finito il punto z = 1. Il suo sviluppo di
Laurent convergera quindi in tutto il piano complesso aperto ad eccezione del
punto zp = 1, ossia nella regione |z — 1| > 0.

Dobbiamo scrivere f(z) come una serie di potenze in z — 1. Notiamo che il
termine (2 — 1)~! & gid nella forma desiderata. Lo sviluppo di Taylor di 2 nel
punto zg = 1 e dato da:

z=1+(z—-1)

Abbiamo quindi:

f(z) = Z—il (14 (2 — 1))sin {w + g}

D’altra parte

( _1)7T ™ (Z— 1)7T e T omn 1 on
A - _ ™ 1y
sin [ 5 13 cos 5 7;) (2> 5 (z—1)
In conclusione, per |z — 1| > 0:
1 X m2n 1 i
f(z) = <1+2_1) S L= S w1y
n=0 ' n——1
aynt+1 . .
Cp = (g)n lﬁ n dlsl?ar1
(E) m)! n pari

Esercizio 4.4 Sviluppare in serie di Laurent:

f(z) = exp (%) sin z.

nell’intorno di z = 0.

Poiché:
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avremo:

11 &l <1 1
= E [ E — E Z2(n7m)+1
m! z2m 20+ 1! m!2n + 1!
m=0 n=0 m,n=0

Al posto dell’ indice m introduciamo l'indice £k = n —m. Per n e m che variano
tra zero e infinito, k variera tra —oo e +00. Prendiamo la sommatoria su k& come
sommatoria piu esterna e prendiamo come secondo indice di somma ancora n.
Dobbiamo ora valutare quali saranno gli estremi di variazione di n per k fissato.
Abbiamo che n = k 4+ m e quindi il valore n non puo essere piu piccolo di
k, visto che m e positivo. D’altra parte n non puo assumere valori negativi e
quindi l'estremo inferiore di variazione per n a k fissato sara n = max(0, k).
Per k fissato possiamo sempre far tendere k 4+ m ad infinito, quindi I’estremo
superiore per n sara ancora +oo. In conclusione:

oo o

1 1 2%+1
=2 2 o)

k=—o00 \ n=max(0,k)

Esercizio 4.5 Determinare il dominio di convergenza nel piano z della serie:

z):i(nJrl)Q <1fiz)n

n=0

Introducendo la variabile
, 1422
= —-F
1— 22

possiamo scrivere f(z) come una serie di potenze in z’:

oo
ZnJrl

Per calcolare il raggio di convergenza della serie (4) possiamo allora usare la
formula di Cauchy-Hadamard:

1 1 1
— =limsup V/(n+1)2 = lim exp( n(nJr )) =1.
R n—oo n—

La serie convergera quindi nel cerchio:

[1+27]
11— 22|

|2'| = <1 (71)

Notiamo che la condizione (71) & equivalente a

14222

— < 1. 72
222 (72)
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Ponendo z = z + iy in (72) otteniamo la condizione

14222 — 2y + 2t + 22292 + y*
1— 222 4+ 2y2 + 2* + 222y% + y*

<1 (73)

Ossia,

2

T <y2

= —y<z<y. (74)
A

Esercizio 4.6 Determinare Res,—q[f(9(z))], sapendo che g(z) & analitica in
z = a, con derivata prima diversa da 0, mentre la funzione f(C) ha un polo del
primo ordine in ( = g(a), il cui residuo vale A.

Nelle ipotesi dell’esercizio esistera un intorno U di ¢ = g(a) in cui lo sviluppo
in serie di Laurent:

A S n
f(Q) = gl + ZCn(C —g(a))

n=0

converge uniformemente. Poiché g(z) & analitica e quindi continua, esistera un
intorno V di a tale che per z € V valga: g(z) — g(a) € U. In tale intorno
potremo quindi scrivere:

A = n
fly(z)) = 9G) = 9l@) + Y enlg(2) — g(a))

n=0

Visto che f(g(z)) ha un polo del primo ordine in z = q, il suo residuo sara dato
dalla formula:

EErOM

z—a z—a

m»mw»thwmmm@@§_i— D> enlglz) = g(a))"

n=0
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Ora, sfruttando 'uniforme convergenza della serie di potenze alla funzione f(g(z))
possiamo portare il limite all’interno della sommatoria e notare che tutti i
termini si annullano. Avremo quindi:

Res:=afl9(2)) = lim (= —a) "y r5 = 23

Esercizio 4.7 Determinare il dominio di convergenza della serie
(oo} n
1+n!+ (n!)? 1
S = —_— 2" 14+ - .
(=)= 5t 2

Introducendo la variabile )
w=1+ > (75)

riscriviamo la serie come una serie di potenze in w

S(M)ZZ1+n'+(n' - ”_chw

13
oy 1+ (n)

Il raggio di convergenza di questa serie di potenze puo essere calcolato attraverso
la formula di Cauchy-Hadamard (??). Per n — oo i termini 1 e n! possono essere
trascurati rispetto a (n!)? e (n!)?, per cui

27’1

/1 Inn!
Ve, =224 — —2exp( ) n — oo

Utilizziamo ora la formula di Stirling

Quindi

n! ~2mn (g)n, n — 0o (76)

da cui segue
Inn!~nlnn—n n — o0.

Sostituendo nella formula di Cauchy-Hadamard otteniamo

2
Ve, ~2exp(l—Inn) = = n — 0o,
n

quindi

lim /c, =0

n—oo
e il raggio di convergenza della serie S(w) & infinito. La corrispondente serie in z,
S(z), convergera quindi in tutti i punti del piano complesso in cui il cambiamento
di variabile (75) & definito. Ossia in tutto il piano complesso privato del punto
z=0.
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Esercizio 4.8 Calcolare lo sviluppo in serie di potenze della funzione:

f(2)

o z
1624+ 1

nell’intorno di zg = 0 e determinarne il raggio di convergenza.

Esercizio 4.9 Sviluppare in serie di potenze la funzione:

v
+a)(z-b)

f(z) (b,a reali; b > a)
Nelle regioni:

1. |z| < a;

2. a<|z| <b;

3. |z > b

Esercizio 4.10 Sviluppare in serie di potenze la funzione:

1
22 — 3z

flz) =
nelle regioni:
1. 0< |z] < 3,
2. |z —3/2| < 3/2,

3. |z > 3.

Esercizio 4.11 Determinare la regione del piano complesso in cui converge lo
sviluppo in serie di Laurent intorno a z = 0 della funzione:

g(z) = . ! sin (E) :

—Z z

Calcolare il coefficiente c_1 di questo sviluppo.

Esercizio 4.12 Data la funzione

1

&)=

svilupparla in serie di potenze nelle regioni:

1. |z] > 2;
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2. |z] < 1;

3 1<z <2.

Esercizio 4.13 Data la funzione

1
1) = 5
svilupparla in serie di potenze nelle regioni:
1. ]z] < 2;
2. |z > 2;

3. 1<]z—-3|<5.

Esercizio 4.14 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1
22 -22-3

f(z) =

nella regione 1 < |z| < 3.

Esercizio 4.15 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1

N R ER

nella regione 2 < |z| < 4.

Esercizio 4.16 Data la funzione:

zZ—1
f(z)= m
scriverne lo sviluppo in serie di potenze nell’intorno dei punti:
1. 20 =0;
2. 2o = —1;
3. 20 = —1i/2.

Specificare in tutti e tre i casi il dominio di convergenza.
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Esercizio 4.17 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1
f(z) = 2 _5,+4
nelle regioni
1. ]zl < 1;
2. 1< |z| < 4;

3. |z > 4.

Esercizio 4.18 Sviluppare in serie di Laurent la funzione:

1

R VEE

nelle regioni

1. |z < 1,
2. 1< |2 <2,
3. |z > 2,

4. 0<]z2—1]</(5).

Esercizio 4.19 Sviluppare in serie di Laurent, nell’anello 1 < |z| < 3, la
funzione:

z
f(z) = 22 — 42 -3
Esercizio 4.20 Data la funzione
1

svilupparla in serie di potenze
1. nel dominio 0 < |z + 1| < /3;

2. nel dominio |z] < 1.

Esercizio 4.21 Sviluppare in serie di Laurent nell’anello a —va? —1 < |z| <

a+ Va2 —1 la funzione:
1

1z) = 22 —2az+1
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Esercizio 4.22 Sviluppare in serie di Laurent:
1
23 —1

nell’intorno di z; = 1, 23 = w = exp(2mi/3), 23 = w?, 24 = 0, specificando in
ognuno dei quattro casi il dominio di convergenza.

flz) =

Esercizio 4.23 Sviluppare in serie di potenze la funzione

sin(z)
22 —1

net domini:
1. ]zl < 1;

2.2>|z—1|>0.

Esercizio 4.24 Si determini lo sviluppo in serie di Laurent di centro zp = 1
della funzione

z—1

f(2) = (22 + 2%) exp <1 N L)

Esercizio 4.25 Sviluppare in serie di potenze:

1

PO

nelle regioni:

|z] <1 1<z <2 |z| > 2

Esercizio 4.26 Sviluppare in serie di potenze almeno una, a scelta, tra le
sequenti funzioni:

. |z| <1
Fi(z) = = . nelle regioni: ¢ |z| > 1
S 0 < |z — exp(iZ)| < V3
_ cos(z) ozl <1
Fy(z) = T2 nelle regioni: { 0<|z—i] <2

Giustificare, per ognuno dei casi considerati, il dominio di convergenza indicato.
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Esercizio 4.27 f(z) ¢ analitica in un anello di centro O e contenente al suo
interno il cerchio unitario (|z| = 1). Quali condizioni debbono essere soddisfatte
dai coefficienti del suo sviluppo di Laurent intorno a z = 0 affinché f(z) assuma
valori reali per |z| =17

Esercizio 4.28 Trovare i residui delle funzioni

22— 22
1o =i+
(2) = sir(i2 z

nei loro poli al finito.
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5 Classificazione di singolarita

Consideriamo una sfera tangente al piano complesso nel punto S coincidente con
Porigine del piano complesso. Sia N il punto sulla sfera diametralmente opposto
a S. Possiamo definire un’applicazione biunivoca tra la sfera privata del punto N
e il piano complesso attraverso la proiezione stereografica; ad ogni punto Z sulla
sfera corrisponde il punto del piano complesso z; che si ottiene dall’intersezione
tra il prolungamento del segmento congiungente N e Z ed il piano complesso.
Se consideriamo un secondo piano complesso tangente alla sfera nel punto N
coincidente con l'origine del piano complesso, possiamo considerare la proiezione
stereografica dal punto S, ottenendo una seconda applicazione biunivoca tra la
sfera privata del punto S e il piano complesso che fa corrispondere al punto Z
un punto zs. Sulla sfera munita di queste due applicazioni ¢ possibile definire
una struttura di varieta Riemanniana (sfera di Riemann), i due piani complessi
tangenti alla sfera essendo le due carte della varieta con la funzione di transizione
tra le due carte data da z = 1/2;. Nel piano complesso in cui S ¢ identificato con
Porigine il punto IV corrisponde al punto all’infinito e viceversa. All’'immagine
di un intorno del punto all’infinito N (privato del punto N) secondo la prima
proiezione corrispondera un intorno dell’origine (privato dell’origine) secondo
la seconda proiezione. Ne segue che le proprieta del punto all’infinito possono
essere dedotte dalle proprieta dell’origine a seguito del cambio di variabile z —
1/z.

Un punto di singolarita per una funzione f(z) ¢ un punto in cui la funzione
non ¢ analitica. Un punto zg € un punto di singolarita isolato per f(z) se esiste
un intorno I di zg tale che f(z) ¢ analitica in I\{zo}. Se il punto zp ¢ un punto
di singolarita isolato, allora appartiene a uno dei seguenti tre tipi

1. Singolarita eliminabile: se esiste finito il limite di f(z) in 2z

lim f(z) =c.

z—20

Definendo allora f(zo) = ¢, f(2) ¢ analitica all’interno di I (incluso il punto
20). Cid implica che f(z) ammette sviluppo in serie di Taylor centrato in
zo nell’intorno 1.

2. Polo: se
lim |f(z)| = oo.

z—20

In questo caso la funzione f(z) ammette sviluppo di Laurent centrato in
zo in I — zp con parte principale finita:

o0

JE&) =3 enle - z0)" (77)

n=—k

e k prende il nome di ordine (o molteplicita) del polo. in tal caso, molti-
plicando f(2) per (z — z9)" si ottiene una funzione analitica ¢(z) in tutto
I’intorno I incluso il punto zg, con sviluppo di Taylor

$(z) = (z = 20)"f(2) = Yo" (78)
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Dalla formula per i coefficienti di Taylor di ¢(z), otteniamo la seguente
formula (alternativa alla (68)) per i coefficienti dello sviluppo di Laurent
di f(2) in un intorno di zp:

1 d"

Edz_n(z_'z())kf(z) , n=0,...,00. (79)

1
Cn—k = H¢(") (20) =

Ricordiamo infine che se f(z) ha un polo di ordine k in 2y, allora la sua
inversa ha uno zero di ordine k in zg e viceversa. Infatti, dalla (78)

- (z — 20)F

f@) ez

con ¢(z) analitica e diversa da zero in un intorno di zg (¢(z0) = c_k).

3. Singolarita essenziale: se non esiste il limite di f(z) per z — zp. In
questo caso f(z) ammette ancora sviluppo di Laurent centrato in z in
I\{zp} ma la parte principale & costituita di infiniti termini:

o0
flz)= Z en(z — 20)" VkeZ, 35 <k : ¢; #0.

n=—oo

Un punto di singolarita puo anche essere non isolato, &€ questo il caso di z = 0
per sin(1/z). Infatti i punti di singolarita (essenziali) z;, = 1/(kn),k € Z si
accumulano su z = 0 e la funzione non ammette sviluppo di Laurent centrato
in tale punto. Un punto di diramazione per una funzione polidroma & un altro
esempio di punto di singolarita non isolato. Infatti, se zp € un punto di dira-
mazione, non esiste nessun suo intorno I tale che f(z) sia analitica in I'\{zo}
(per qualunque scelta dell’intorno I & infatti sempre possibile, partendo da un
punto 2’ € I, circuitare il punto di diramazione zy cambiando cosi il valore di
f(2") che quindi non puo essere considerata continua e tantomeno analitica). In
generale, per ridursi ad una funzione analitica, sara necessario considerare un
singolo ramo della funzione polidroma considerata ed escludere dall’intorno I,
non il singolo punto zy ma una intera curva che ne impedisca la circuitazione.
In generale, se la funzione f(z) ha come punti di non analiticitd un numero
finito di punti di polidromia nel piano complesso (chiuso), & possibile definire
una funzione analitica scegliendo uno dei rami della funzione f(z) e “tagliando”
il piano complesso lungo una o piu curve che uniscono tra loro coppie di punti
di polidromia (si considera cioé come dominio di f(z) il piano complesso privato
di tali curve).

Esercizio 5.1 Determinare i punti di singolarita della funzione:
22 -1
" —1

per n intero e maggiore di zero e specificarne il tipo.

F(z) =

Il denominatore della funzione F'(z) si annulla nelle radici n—esime dell’unita
(vedi equazione (15))

i
zk:exp(];m), k=0,...,n—1. (80)
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La funzione

F(z) 1 7’ﬁ 1
,22—172”—17]6702—21€

ha quindi poli semplici (di ordine 1) nei punti z.
Il numeratore di F'(z) si annulla in z = £1 dove ha degli zeri semplici. Quindi
il punto zp = 1 & una singolarita eliminabile di F(z). In effetti, utilizzando

I'equazione:
n—1
"flz(zfl)z,zk,
k=0

abbiamo che

1 2
lim F(z) = — 11 | =2, (81)
z—1 Zk o 2k L n

Alternativamente:

. . z—
lim F(2) = By (e + 1)

dove,
g(z)=2" -1 = g'(1) =n.

Il punto z = —1 fa parte dei punti z; (80) quando n ¢ pari e k = n/2. In
tal caso anche il punto z = —1 corrisponde ad una singolarita eliminabile. Se
ne conclude che se n ¢ dispari, allora F(z) possiede dei poli semplici nei punti
zk, k= 1,...,n — 1 e una singolarita eliminabile in z = 1, se invece ¢ pari,
allora F(z) avra dei poli semplici nei punti zx, k=1,...,n—1, k #n/2 e due
singolarita eliminabili nei punti z = +1.

Esercizio 5.2 Identificare le singolarita della funzione

Indicare anche un possibile modo per “tagliare” il piano complesso in modo che
i diversi rami monodromi della funzione rimangano separati.

Scriviamo

JE) =9 he),  g() = (4R = =it he) = o (82)

e consideriamo separatamente le funzioni g(z) e h(z). Sappiamo che l'estrazione
di radice ¢ una funzione polidroma quando il suo argomento ¢ zero. I punti di
polidromia di g(z) saranno quindi gli zeri di 2%+ 1, cioe i punti 2y = i, 29 = —i.
In effetti, consideriamo il cammino 7y;, mostrato in figura, che circuita il punto
z1 ma non il punto zs:
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>

>

®1
Al

20

>

b2

Possiamo usare coordinate bipolari:
z—1i=r1e, Z 410 =ree'??,

dove r1 ¢ la distanza tra il punto i e zg e 79 quella tra —i e zg. Al compiere
un giro intorno al punto ¢ lungo la curva =1, argomento di z — ¢ aumenta in
maniera continua, finche, una volta raggiunto nuovamente il punto zy, avremo

arg(zo — i) — ¢1 + 27,

Ovviamente il modulo di zp — 7 non cambia, in quanto non cambia la distanza
tra 7 e zg:
|20 — ] — 7.

L’argomento di zg + ¢ invece, prima aumenta e poi diminuisce percorrendo la
curva 1, di modo che

arg(zo +1) — @2, |z0 + i| — 7.

In conclusione,
{ (20 — 1)

(20 + 1)

cioe siamo passati da una determinazione all’altra della funzione polidroma g(z).

Ovviamente, poiche il punto zy e arbitrario cio vale per qualunque punto del
piano complesso (esclusi i punti =+4).

— (Z() — z‘)e”
— (20 + 1)

SIS

= 9(20) — g(z0)e’™ = —g(20),
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Con un ragionamento speculare, si dimostra che circuitando una volta il
punto ze ma non zi, si cambia la determinazione di g(z). Cid non accade
se si taglia il piano complesso lungo una qualunque curva che unisce i punti
di diramazione ¢ e —i (comprese quelle che passano per il punto all’infinito,
come ad esempio la curva costituita dalle due semirette z(t) = it, t > 1 e
z(t) = —it, t > 1). Infatti, su tale dominio & impossibile circuitare uno dei
punti di diramazione senza circuitare anche l’altro, cosa che non cambia la
determinazione di g(z). Consideriamo ad esempio il piano complesso tagliato
lungo il segmento z(t) = it, —1 <t <1 e la curva 72 indicata in figura

3

20
Percorrendo la curva 79, avremo che
1 .
z0—1)2 — (20 —1)e'™ ,
{ EZO + Z)% — EZO +i)e'™ = 9(z0) = g(20)e*™ = g(20),

e la funzione g(z) & ora monodroma e analitica in tutto il piano complesso (nel
piano complesso chiuso dovremmo eliminare anche il punto all’infinito che & un
polo semplice per g(z)).

Passiamo ora a studiare le singolarita della funzione h(z). Per prima cosa
determiniamo gli zeri del denominatore di h(z):

. ef—e’”? 22 .

smh(z):T:O = ¥ =1 = z=kri, keZ (83
Tutti gli zeri di sinh(z) (83) sono semplici (ad eccezione del punto all’infinito
che & una singolarita essenziale); infatti, per k € Z

|sinh(z2)’| = cosh(kmi) = —1 #0. (84)

z=kmi
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Quindi h(z) possiede una singolarita eliminabile in z = 0 e poli semplici nei
punti
zr = ki, ke, k+#0. (85)

Nel piano complesso privato del segmento z(t) = it, —1 < t < 1 e dei punti
© (85), entrambe le funzioni g(z) e h(z) sono analitiche, per cui, essendo il
prodotto di due funzioni analitiche, lo & anche f(z) (82).

Esercizio 5.3 Classificare le singolarita della funzione
z

f(Z)ZJT—%

e sviluppare i suoi rami monodromi in serie di potenze nell’intorno di z = 0.
Qual é il raggio di convergenza?

Le uniche singolarita di f(z) sono in z = 1, che sono punti di diramazione per

il denominatore. La funzione f(z) sara quindi analitica nel cerchio |z| < 1 e il

raggio di convergenza della sua serie di Taylor sara di conseguenza R = 1.
Scegliamo il ramo positivo della radice, poniamo z? = w e sviluppiamo

1

==

nell’intorno di w = 0. I coefficienti dello sviluppo sono dati da:

1
co=g90)=—>+=1
0 () +\/I
1 1 1
c1=4¢'(0)= = ==
' g() 2(171[))% w=0 2
1, 3 1 3
=_27"(0)= =2 _2
SR Trr
Per induzione si dimostra che:
1 dF 1 1+ 1 1
Ck—a—dwkg<w>w_o—k—ﬂ( )7(1@,&% - —gH( )
Quindi:

1 <1 (A1
g(w):ﬁzl—i-z;k' <7[[0(§+n)>wk lw| <1

Sostituendo w = 22 e moltiplicando per z, troviamo lo sviluppo di f(z):

f(z) = f: +;<k,£[( ))Z%H 2] < 1
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Se scegliamo il ramo negativo della radice, dalla formula per il generico coeffi-
ciente ¢y, otteniamo:

1 d* 12 1
x = HWWL_O “ull (5 + ”) Tl

Cioe tutti i coefficienti cambiano segno e avremo:

[e’e) 1k71 1
f(Z)i_\/f_—ZQZ;(El:[()(iJrn))z%“ 2] <1

n

w=0 " n=0

Esercizio 5.4 Data la funzione

f(z) = 2?sin <£> :

1. se ne individuino e classifichino le singolarita (tenendo conto anche del
punto all’infinito);

2. se ne determini lo sviluppo in serie di Laurent nell’intorno di z = 0;

3. se ne calcoli il residuo all’infinito.

Esercizio 5.5 Data la funzione:

1. Se ne classifichino le singolarita, tenendo anche conto del punto all’infinito

2. Se ne costruisca lo sviluppo di Laurent in z = 0, indicandone il dominio
di convergenza.

Esercizio 5.6 Siano fi(z) e f_(z) i due rami monodromi della funzione
flz) = z2sechz

che si ottengono tagliando il piano complesso lungo il semiasse reale positivo.
Calcolare:

Ry = Res(f4+(2))]zzinj2; B = Res(f-(2))]z=—in/2

Esercizio 5.7 Classificare le singolarita della funzione:

f(z) = Vztanz.
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Esercizio 5.8 Classificare le singolarita della funzione:

Log(z® — 1)
— 320\ 7)
fz) == sinhz

Esercizio 5.9 Classificare le singolarita della funzione

f(2) = Log(z* + a) ——.

Esercizio 5.10 Determinare in tutto il piano complesso chiuso le singolarita
della funzione:

f(2) = zLog(2* — 1).

Indicare una maniera di “tagliare” il piano complesso in modo da mantenere
distinti i diversi rami della funzione.

Esercizio 5.11 Classificare le singolarita della funzione
1/2
T =2

tenendo conto anche del punto all’infinito.

Esercizio 5.12 Classificare le singolarita della funzione:

f(z) =sechzv/2%2 — 1.

Esercizio 5.13 Dire come bisogna tagliare il piano complesso affinché sia olo-
morfa la funzione
h(z) = In[z(1 — 2)],

considerando la determinazione principale del logaritmo.
Determinare, poi, nel piano complesso tagliato, posizione e tipo delle singo-
larita di
h(z)

J(2) = —5 .

sin?(imz)
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6 Ricostruzione di funzioni

Strumenti fondamentali per questo tipo di problemi sono i due teoremi di
Liouville:

1. Se f(z) ¢ analitica e limitata nell'intero piano complesso, allora ¢ una
costante.

2. Se f(z) ¢ analitica in ogni dominio limitato del piano complesso e il suo
modulo non cresce pit rapidamente di M|z|™, M > 0, allora f(z) & un
polinomio di grado m.

Ovviamente il primo teorema & un caso particolare del secondo (corrisponde al
caso m = 0).

Supponiamo che la funzione f(z) sia analitica in tutto il piano complesso ad
eccezione che nelle singolarita isolate z;, ¢ = 1,..., N in cui conosciamo le parti
principali del suo sviluppo di Laurent (con k; eventualmente infinito)

0

Z Dz — z)™, i=1,...,N.

717,=—k‘7;

Supponiamo di conoscere anche la parte principale dello sviluppo in serie di f(z)
nell’intorno del punto all’infinito:

flz) = fc(oo)zj + O(1), per z — o0.
j=1
Allora, la funzione
N 0 M
=303 ez + Y (86)
1=1n;=—k; 7j=1

¢ analitica e limitata in tutto il piano complesso, e quindi costante. Ne consegue
che la conoscenza delle parti principali di f(z) e del suo valore in un punto,
determinano f(z) univocamente.

Esercizio 6.1 Determinare la funzione di variabile complessa f(z) che gode
delle sequenti proprieta:

1. f(0)=0;

2. come uniche singolarita al finito ha 3 poli semplici nelle radici cubiche
dell’unita, tutti con residuo uguale a 1;

3. lim M

|z| 00 Z

=1.

Consideriamo la funzione:




ottenuta sottraendo da f(z) le sue parti singolari al finito. h(z) & una funzione
analitica in tutto il piano complesso; consideriamo, infatti, il punto z = 1 e

calcoliamo:

lim h(z)

Z—)l
Per le ipotesi su f(z) (polo semplice in z = 1 con residuo pari a 1) avremo che
in un intorno di z = 1 varra lo sviluppo di Laurent:

oo

1 n
f(z) = — —1—7;)0"(2 -1)
Quindi:

1 = 1 1 1
lim h(z) = lim < + en(z —1)" = - Ty 4mi
Z—1 -1\ z—1 r; z—1 z—exp(Z) z—exp(E

1 1

= CO —

1 —exp (%) B 1 —exp (%)

e z = 1 non & un punto di singolarita per h(z). Analogamente si dimostra
Pesistenza del limite nei punti z = exp(27i/3) e z = exp(4wi/3).
Dalla terza condizione su f(z) segue:

Quindi h(z) & una funzione analitica in tutto il piano complesso che all’infinito
cresce come z. Dal secondo teorema di Liouville segue che h(z) ¢ un polinomio
del primo ordine:

h(z)=a+z

La costante a ¢ determinata dalla seconda condizione su f(z):

f0O)=a—1—exp (—zm') — exp (_Z:Ti) —a=0.

In conclusione:

Esercizio 6.2 La funzione f(z) ha un polo del primo ordine all’infinito, dove
st ha:

z—o0 2

essa inoltre vale 0 nell’origine e non ha altre singolarita ad eccezione dei punti
z1 = 1, 29 = —i, dove ha due poli semplici con residui r1 = 2, ro = —2.
Determinare f(z).
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La condizione sul punto all’infinito ci dice che

fz)=240(1) per z — oc. (87)
Le parti principali dello sviluppo di Laurent di f(z) in z =i e in 2 = —i sono
date rispettivamente da
2 —2 (88)
z2—1i z24+1i
Quindi
flz)=z+ " +a, (89)

z—1 zZ+41

con « costante complessa. Poiche sappiamo che f(z) si annulla nell’origine,

fO)=4i+a=0 =  a=-4. (90)

Esercizio 6.3 Determinare la funzione razionale R(z) caratterizzata dalle se-
guenti proprieta:

1. ha N poli semplici al finito nei punti z;, = exp(2kwi/N), k=0,...,N—1
con residui (—1)k;

2. R(0) =0;

3. La parte principale del suo sviluppo di Laurent all’>o vale z°.

Dalle condizioni 1. e 3. segue che

N—-1 k
_ .2 (=1
R(z) =2z"+ p—
k=0

+a, (91)

con « costante complessa e w = exp(27i/N).
Sostituendo la condizione 2. in (91), otteniamo:

N-1
R(0)= > (-)""wFta=0.
k=0
D’altra parte
N—1 N, —N N
-1 -1 1) -1
(_1)k+1w—k‘ _ ( ) w - _ ( ) : (92)

Pt 14+ w™ 14w~

Quindi @ = 0 se N e pari. Se invece N e dispari, avremo:

) eTri/N eTri/N ) N
= - - = = — )t .
1+ e—2mi/N gmi/N COS(?T/N) t1 an(ﬂ/ )

«

Esercizio 6.4 Determinare la funzione razionale f(z) sapendo che:
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1. lim (f(z)—1-2%) =0

Z—00

2. f(2) ha, al finito, come unica singolarita un polo di ordine 3 nell’origine;
i coefficienti della parte principale del corrispondente sviluppo di Laurent
sono individuate dalle relazioni:

(a) lim 2°f(2) =1,

(5) T (2 (2)) =0,
(e) i T (21(2)) = 2.

Determiniamo la parte principale dello sviluppo di Laurent in z = 0 servendoci
delle condizioni (a), (b), (c) e dell’equazione (79). Abbiamo:

c.3 = 111%23f(z):1, (93)

co = lm (P =0, (94)
d2

2, = ;13%@(,23]”(2)):—2. (95)

La prima condizione ci dice che la parte regolare dello sviluppo di f(z) in z =0
¢ 1+ 22, quindi:
1

1 2

Esercizio 6.5 Determinare la funzione di variabile complessa f(z) che gode
delle sequenti proprieta:

1. ha uno zero doppio nell’origine;

2. st annulla all’infinito ed e’ analitica in tutto il piano complesso, compreso
il punto all’infinito, ad eccezione dei punti zj tali che zg = 1 dove ha
poli semplici;

3. il suo residuo all’infinito vale —1;

4. lim,_, f(z) =0.

Abbiamo

2k

2z = exp (L), k=1,2,3.
3

La condizione 2. ci dice che la funzione f(z) & della forma

T2 3
Z— 22 z—1

f(2) = fracriz — z1 + + a.
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Dalla condizione 4. segue immediatamente che a = 0. 1l residuo all’infinito e
uguale a meno la somma dei residui al finito, per cui la condizione 3. ci da

ri+re+r3 =1 (96)

Dalla condizione 1. otteniamo le due ulteriori equazioni

£0) = —<ﬁ+9+r3)=o, (97)
Z1 Z9

) = L4224, =002 00 08

7(0) Z%+Z§+r3 22—1—21-1-7“3 (98)

Sommando (97) con (98) e sfruttando il fatto che 1/z1 = 23, 1/22 = 21, otte-
niamo rg = 7. Dalla (96) otteniamo r3 = 1 — 2ry. Infine dalla (97) otteniamo
r1 = 1/3. Quindi la funzione f(z) sara data da

1 1 1 1
f(z)_g(zzl—’—zzQ—i_zl)'

Esercizio 6.6 Utilizzando il teorema dei residui, dimostrare la formula:

i=1
dove:
N N-1 N-1
_ [1=1 (20 — py)
M(z) = — Z3), PWN-D(z) = — ), 1=,

essendo gli zeri {z;}, i = 1N di QW) (2) tutti distinti tra loro (2 # zj, i # j)
e distinti dagli zeri {y;}, i = 1V di PN="V(2) (z; # pj, i = 1,...,N, j =
1,...,N—1).

Sotto le ipotesi dell’esercizio, la funzione PN=1(2)/Q™)(z) ha N poli semplici

al finito nei punti {z;}, ¢ =1,..., N. I residui in tali punti sono dati da:
P(N—l)(z) ) P(N_l)(z)
ReSz:zq,W = thlgll(z — Zz)W =7;.

La funzione
PWN=1(z) N i
f(z) = M) o

¢ quindi analitica in ogni dominio limitato del piano complesso. Poiché il polino-
mio Q) (z) ha grado maggiore di PV=1)(2), f(z) & anche analitica all’infinito.
Dal primo teorema di Liouville segue che f(z) € una costante e visto che

lim f(z)=0,
Z—00

se ne conclude f(z) = 0.
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Esercizio 6.7 Determinare la funzione f(z) sapendo che:

1. ¢ analitica in ogni dominio limitato del piano complesso ad eccezione dei
punti z1 = 1, zo = —1 in cui ha poli semplici con residui r1 = 1/2, ro =
-1/2;

2. wale lim f—2:1;
|z| o0 2

3. f(0) = f'(0) = 0.

Esercizio 6.8 Determinare la funzione di variabile complessa f(z) che gode
delle sequenti proprieta:

1. ha uno zero doppio nell’origine;

\

2. & analitica in tutto il piano complesso ad eccezione dei punti zy tali che
zg =1, dove ha poli semplici;

3. ReSf(Z)|z=oo =—1.

4. lim, o f(2) = 0.

Esercizio 6.9 Determinare la funzione razionale di variabile complessa che
gode delle sequenti proprieta:

1. la parte principale del suo sviluppo di Laurent nell’intorno del punto al-
Uinfinito vale 223;

2. ha due poli semplici nei punti zy = 3, z9 = 4i con residuiry =1, ro = 1/2;

3. wale 1 nell’origine.

Esercizio 6.10 Determinare la funzione f(z) analitica in ogni dominio limitato
del piano complesso ad eccezione dei punti z1 = i, zo = —i, in cui ha poli
semplici con residui rispettivamente r1 = 3, r9 = 5, sapendo che:

lim f(z) —1—2*=0.

Z—00

Esercizio 6.11 Determinare la funzione f(z), analitica in tutto il piano com-
plesso chiuso ad eccezione del punto z = 0, in cui ha un polo doppio, e del punto
all’infinito, in cui ha un polo semplice, sapendo che:

limzHOZQf(z) =1; limzﬁooM =2

e che f(z) ha due zeri semplici nei punti zy+ = +i.
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Esercizio 6.12 Determinare la funzione razionale f(z) che ha due zeri doppi
nei punti +1, due poli doppi nei punti +i e tende a 1 quando z — oo.

Esercizio 6.13 Determinare la funzione razionale che gode delle sequenti pro-
prieta:

1. ha un polo doppio nell’origine con residuo nullo e un polo doppio all’infi-
nito;

2. Zimz—>022f(z) = Zimz—*OOZ_Qf(Z) = 17

3. f() = f'(1)=0.

Esercizio 6.14 Determinare f(z) sapendo che:
1. f(0) = 0;
2. lim, o f(2)/2 =1,
3. f(z) ha due poli doppi in —1 e +1 con residuir—y =0 e ryqg =1;

4. lim,_41(2 F1)2f(2) = 2.

Esercizio 6.15 Determinare la funzione razionale f(z) che:

1. ha un polo semplice in z =0 con residuo 1 e un polo doppio in z =1 con
residuo 0;
2. ha uno zero doppio in z = —1 e uno zero semplice in z = i;

f(z) _ 1.

z2

3. e’ tale che lim,_,

Esercizio 6.16 Determinare la funzione f(z) sapendo che é una funzione ana-
litica in tutto il piano complesso, ad eccezione del punto all’infinito, in cui ha
un polo del Il ordine, e delle radici quadrate di —1, in cui ha poli semplci con
residui +1, e che per essa valgono le formule

i 2=
f(0)=0
f0)=1

Esercizio 6.17 Determinare g(z) tale che:
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1. ha soltanto un polo semplice in zg;
2. ha soltanto uno zero semplice in zo_l;

3. lim g(z) =1.

Esercizio 6.18 Si ricostruisca la funzione razionale f(z), sapendo che:
e f(0) vale 1;

e la funzione ha due poli, uno semplice in z = —1, con residuo 1, e uno
doppio, in z =1, con residuo pure uguale a 1;

e la funzione tende al valore 2 per z — co.

Esercizio 6.19 La funzione f(z) ha un polo del terzo ordine all’infinito, due
soli zeri di uguale molteplicita in z = +i, e un polo semplice con residuo 1
nell’origine e vale

L IG)

m —= = 1.

Z—00 23
I_/+°° xdx
o f(@)

Esercizio 6.20 Determinare la funzione razionale f(z) sapendo che:

Calcolare

1. Ha un polo semplice in z = —1 con residuo 1, uno doppio in z = 1 con
residuo i, e vale la formula lim, 1 (z — 1)2f(z) = 2.

2. f(0) =0 elim,_o 12 =1.

Esercizio 6.21 Determinare la funzione meromorfa f(z) sapendo che:

1. f(0)=0

2 1im L&) 4
z—0 Zz

3. f(2) ha due poli semplici in z = —1 e z = +1 con residui r—1 = 0 e
ry1 = 1

Esercizio 6.22 Determinare la funzione razionale f(z) che ha poli semplici in
z = *a, con residui £r, e tale che

1) =1
i, f@) =0
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7 Integrali di funzioni razionali di funzioni tri-
gonometriche sul periodo

Se una funzione f(z) ha una singolarita isolata in un punto zg, definiamo come
“residuo” della funzione f(z) in zo l'integrale:

Res.—,, f(z) = QLTF’L ?{ f(z)dz, (99)

dove v e una qualunque curva chiusa percorsa in senso antiorario intorno al
punto zp e contenuta nel dominio di analiticita di f(z). Poiché I'integrale (99)
¢ indipendente dalla scelta della curva -y, possiamo sceglierla in modo che sia
contenuta nel dominio 0 < |z — zg| < r, dove r ¢ il raggio di convergenza della
serie di Laurent di f(z) in zo. Possiamo allora sostituire nell’integrale (99) a
f(2) il suo sviluppo in serie e, in virtt dell’uniforme convergenza, scambiare la
serie con l'integrale. Infine, sfruttando il fatto che

% 7(2 — 20)Fdz = 6y, 1, (100)
possiamo concludere:
1 1 400
Res.—,, f(z) = 2—mj§f(z)dz = 2—7”?{”200 ck(z — zo)k =
400
. fck(z ) =y (101)
n=—oo’

Nel caso che la curva v contenga al suo interno I(7y) un numero finito di sin-
golarita isolate zi,...,2zn (se fossero infinite ne esisterebbe almeno una non
isolata), & ancora possibile sostituire la curva v con N curve vy, ...,vyn, ognuna
delle quali circonda il punto z; ed e contenuta nel dominio di convergenza dello
sviluppo di Laurent di f(z) in z;:

}gf(z)dz = XN:%Y f(z)dz.

=11

Su ogni ; vale il discorso fatto sopra per zg, per cui

N N
?{ f(2)dz =21y Res.—., f(z) = 2mi Y _ V), (102)
¥ j=1 j=1

dove c(_]% ¢ il coefficiente di (2 — z;)~! dello sviluppo di Laurent di f(z) in z;.
11 risultato (102) & noto come teorema dei residui.

Grazie al teorema dei residui, possiamo calcolare integrali reali di funzioni
trigonometriche sull’intervallo [0, 27r] passando al campo complesso. Infatti, po-
nendo z = exp(if), 'integrale sul periodo si trasforma nell’integrale sul cerchio

unitario e dalle formule di Eulero (12) abbiamo
24271
2 )

2
1, . . ot
sin(d) = % (e —e™) = % (104)

cos(f) = ! (e +e7) = (103)
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Quindi, integrali, ad esempio, di funzioni razionali delle funzioni cos(#) e sin(6)
si trasformano in integrali di funzioni meromorfe della variabile z sul cerchio
unitario e possono essere risolti utilizzando il teorema dei residui (102).

Una formula utile per calcolare il residuo quando si ha a che fare con un
polo semplice & la seguente, Supponiamo che F(z) sia una funzione meromorfa
F(z) = f(2)/9(2) (f(2) e g(z) funzioni analitiche), che g(z) abbia uno zero
semplice isolato in z = zg e f(z) sia analitica in un intorno di zo, allora

f(z) _ f(=0)

Res,—. F(z) = Res,—,,——~ = . 105
FE) e Rrey o)
Definiamo il residuo all’infinito come
1
z=o00 — & _. d 5 1
Res omi f(z)dz (106)

dove Cr € un cerchio di raggio R sufficientemente grande da contenere tutte
le singolarita al finito percorso in senso orario. Utilizzando la trasformazione
z = 1/t, il cerchio Cg & mappato in un cerchio C¢, € = 1/R nel piano ¢, centrato
nell’origine e percorso in senso antiorario. Sia

+oo
flz)= Z enz"

n=—oo

lo sviluppo di Laurent di f(z) in un intorno dell’infinito. Allora, utilizzando la
trasformazione z = 1/t 'integrale (106) diventa

1 1

dt =X _
f(z)dz = D E Z Cat™™ = —c L.

2mi Je, - 2mi

€ n=—oo

Quindi il residuo all’infinito & ancora il coefficiente c¢_; del corrispondente svi-
luppo di Laurent, ma cambiato di segno.

Se f(z) ¢ analitica nel piano complesso, ad eccezione di un numero finito di
singolarita isolate z1, ..., z,, allora vale:

Z Res.—., f(2) + Res.—o f(2) = 0.
j=1

Esercizio 7.1 Calcolare lintegrale
i cos?(0)
1= df ————
/_ ~ 24sin(0)

Facendo il cambiamento di variabile

_ | d
s=e?  dz=iedd = df = —i, (107)
z
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ed utilizzando le equazioni (103) e (104), possiamo riscrivere l'integrale come
un integrale in campo complesso sulla circonferenza di raggio |z| = 1 percorsa
in senso antiorario:

i cos?(6) 1 22424272
I= d——————— = — dz————. 108
/7r 2 +sin(0) 2 742_1 2 iz 1 (108)

Il denominatore della funzione integranda ha due zeri semplici nei punti z =
—(v/3 4 2)i (esterno alla circonferenza di raggio 1) e z = (/3 — 2)i (questo
invece interno). La funzione integranda (108) ha quindi un polo semplice in
z = (v/3 —2)i e uno doppio in z = 0. Per il teorema dei residui varra:

22424 272 z2+2+z2}

R ; ——————— + Res,g—4———— 109
Ba=(v3-2); 22+ 4iz—1 + Hesz=o 22+ 4iz—1 (109)

I=mi [
Consideriamo il primo residuo in (109), dalla formula (79), avremo:

22424272 22424 272

R = ons =
(VDA =T T (VB 2)d

= 2iV/3. (110)

2=(v3-2)i
Per il secondo, sempre utilizzando la formula (79), avremo

= 4i. (111)

2+2+272  d <2z2+2+z2)
L p2F TETE T
z=0

22+ 4iz—1

Sostituendo i due residui (110) e (111) in (109), otteniamo infine:

1:/7r d@ﬂ((’))zw(zxdﬁ).

»  2+sin(f

Esercizio 7.2 Calcolare l'integrale:

T 1
do < R.
/7r R2 + 172 —2rRcosf’ "

Facendo il cambiamento di variabile (107) avremo

0 —1i60 1 1
cosf = % =3 (z—i—;)
1= d ! - —z'?{ dz
_» R?+7r2—2rRcosf =1 (B2 +712)z —rR (22 +1)

Dividendo numeratore e denominatore della funzione integranda per —rR otte-
niamo:

rRJge 2 - e 41 7R fger = ) - 5)
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La funzione integranda ha quindi due poli in 71 = /R e in 7 = R/r, con 71
interna e ry esterna alla circonferenza |z| < 1. Usando il teorema dei residui
avremo quindi:

G A e L _ o
TR ‘Z‘=1 (Z—}’,—%)(Zfﬂ) T,R Z:T/R(27§)(27%) RQ—T2.

Esercizio 7.3 Calcolare l'integrale:

[T cos?(0) — ksin®(0)
Ik) = /0 cos?(0) + ksin2(9)d9

con k reale positivo.

Innanzitutto notiamo che la funzione integranda é pari in 6, per cui possiamo

scrivere 2 2(
1 [ cos*(0) — ksin®(0)
I(k)= = de
(k) 2 /_7, cos2(0) + ksin®(0)

Facciamo ora il cambiamento di variabile (107) e otteniamo:

i 2214+ k)+222(1—k)+ 1+ kdz P(z2)dz

I(k) = §}|{Z|=1 AQ—k) +222(0+k) +1—k 2 f;:l Q) =

Per k = 1 il polinomio Q(2) si riduce a Q(z) = 422, la funzione integranda ha
quindi un polo del terzo ordine in z = 0

P(z)
2Q(z)

con residuo nullo. Se k # 1, le 4 radici del polinomio Q(z) sono tutte distinte e
sono date da:

1 -
:§(z+z 3),

_VE+1 VE+1

Zl N \/m’ Z2 k'—l 721’ (112)
WVE-1 1 VE—1 1 1

z3 = = = ——,
k-1 = k—1 2 z1

P(z) e Q(z) non hanno zeri comuni, quindi i punti (112) sono poli del primo
ordine per la funzione integranda. Verifichiamo quando tali poli sono interni al
cerchio unitario. Per 0 < k < 1 abbiamo:

kE+2vEk+1
|21|2:|22|2:711/; <1l = \/E<17

che e sempre verificata. Se invece k£ > 1, abbiamo

k+2vEk+1
|21|2:|22|2:k7\_/_1<1 — VE+1<0,
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che non lo ¢ mai. Determiniamo ora per quali valori di k le altre due radici
giacciono all’interno del cerchio unitario. Poiché

1 1
23 = —, 24 = —,
Z1 %)

z3 e z4 saranno contenute nel cerchio unitario quando z; e z9 non lo sono e
viceversa. Quindi, la funzione integranda ha, all’interno del cerchio unitario,

1. tre poli semplici in 2z =0, z = z1, 2 = 29, per k < 1;
2. un polo di ordine 3 in z = 0 con residuo nullo per k£ = 1;
3. tre poli sempliciin z =0, z = z3, z = z4 per k > 1.

Nel primo e nel terzo caso il residuo in z = 0 varra

Ree P _PO) _1+k
Q) Q) 1k

Per calcolare il residuo nei punti z1, 22, 23 e 24 sfruttiamo 'equazione (105) che
nel nostro caso da:

Res. P _ 2+ k)+222(1— k) + (1 +k) ~Vk
TR 2Q(z) 4241 — k) + 22(1 + k)] vew, 1K
Poiché P(z)/(2Q'(z)) € una funzione pari in z e zo = —z1, il residuo in z = 29

avra esattamente lo stesso valore di quello in z = z;. Analogamente

vk

1k

P(z) _r P(z)  2*(1+k)+222(1—k)+ (1 +k)

Rese—ss Q) ~ N=1200) —  ARA1 k) + 20 f K]

‘Z—Zl

Utilizzando il teorema dei residui possiamo quindi concludere:

7T<1+\/E> 0< k<1,
9 . 1—Vk
10k :/ cos297ks?n29d9: 0 k=1,
o cos?20+ ksin®6 1 VF
(M)

k> 1.

Esercizio 7.4 Calcolare la successione di funzioni I,(p), (mn € N, p € R, p #
0, p? # 1) definita dalle formule:

i cos(nf)
I, (p) =
(0) /_77 1+ p% —2pcos(6) 40

e la somma delle serie

S(o) =" I(p).
n=0



Se consideriamo l'integrale

T ein@
K, (p) = a9,
() /77T 14+ p2—2pcos(h)

avremo che I,,(p) = Re K,,(p). Al solito introduciamo il cambiamento di varia-
bile (107) in K, (p):

K =i Tt E
" R R I CE Ry S Y Sy

Se |p| < 1, la funzione integranda avra un polo del primo ordine all’interno del
cerchio unitario nel punto z = p, con residuo

n n—+1

z _
(Z—P)(z—%> p?—1

Se, viceversa |p| > 1, la funzione integranda avra un polo del primo ordine
all’interno del cerchio unitario nel punto z = p~!, con residuo

Res.—,

R z" 1
€S,—p—1 = — E
’ (zfp)(z—l) pnt (1= p?)

p

In conclusione, abbiamo che

2

7 7T2p” se p? < 1,
Ealp) =9 "2 1 ,

- se p= > 1.

pr—1p

Poiché K, (p) & una funzione reale, avremo I,,(p) = K, (p). La serie S varra:

Y " 2m 9
S(p) = =
2n Zi— 2mp se p? > 1
pP—14=pn pP—1 e
Esercizio 7.5 Calcolare i sequenti integrali (p € R):
27
L = dx exp(—pcosz) cos(psinx)
0
2m
I, = dx exp(psinz) cos(p cos z)
0
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Per I; avremo:

1 2m
L = 5/ dx exp(—pcosx) (exp(ipsinzx) + exp(—ipsinz)) =

0

1 27

= 5 dx exp(—p(cosz —isinz)) 4+ exp(—p(cosx + isinz)) =

0

1

2

2m
/ dz exp(—p(cosx — isinx) + exp(—p(cosz + isinz)) =
0

1 2w —ix 1
— 5/ dx [exp(—pe ) + exp(—pe )]
0

Utilizziamo ora il cambiamento di variabile (107),

) d »
L = fiy{ e (e_? +e_pz)
2 Jjei=1 2

e sviluppiamo in serie

nepf (A ).

n= n=0

Dal teorema dei residui otteniamo infine I; = 27. Il secondo integrale I si
ottiene dal primo traslando la variabile di integrazione x — x — m/2. Poiché
I'integrale e sull’intero periodo della funzione integranda, la traslazione non
cambia il valore dell’integrale. Avremo quindi Iy = I} = 27.

Esercizio 7.6 Calcolare il sequente integrale:

i cos(nf)
= e 1
Loem

Esercizio 7.7 Calcolare per |(| # 1 Uintegrale:

[T sin(né)
Ho = /0 d91 — Cexp(if)

e discuterne le proprieta di analiticita nella variabile C.

Esercizio 7.8 Calcolare per |a| # 1 lintegrale:

I= / daicos@@ .
o 1+asin“(f)
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Esercizio 7.9 Calcolare lintegrale (a,b € R, a #1):

/ &0 cos(f) +b
0

1+ acos(nd)

Esercizio 7.10 Calcolare l'integrale:

& 1
I= df ————.
/0 1+ 2cos?(6)

Esercizio 7.11 Dimostrare che gli integrali:

1 [ 1
I, = — df ————— 0<ax<l1
2 J_. aexp(inf) — 1 “

sono nulli per ogni intero n non nullo.

Esercizio 7.12 Calcolare per 0 < a < 1, n € IN, lintegrale:

2 cos(nf)

I = —_—
0 d91 + asin(f)

Esercizio 7.13 Calcolare per ¢ # —1, n € N, l'integrale:
2m .
0
1(¢) = / dp—XPn)
0 1+ ¢ cos(8)

Discutere le proprieta di analiticita di I(C).

Esercizio 7.14 Calcolare gli integrali:

™ : 2n
I, = 1 / g @ la] < 1.
0

T 1+ a cos(9)’

Esercizio 7.15 Calcolare lintegrale
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Esercizio 7.16 Calcolare lintegrale

27 _
I(a) :/ cosf cosada'
0

sin @ — sin «

Esercizio 7.17 Calcolare col metodo dei residui [’integrale

/27\' do
=/ —%
o 5+ 3sin(h)

Esercizio 7.18 Calcolare l'integrale:

I - " sin(k0)

—_—; 0<b< 1.
—n 1l+4bcosf’ U<

Esercizio 7.19 Calcolare l'integrale
27 2
I— / 9> 0)
0 2 4 sin(6)

Esercizio 7.20 Calcolare gli integrali:
2 cos(nd)
R, = / dj ———
0 1+ a cos(f)
2 sin(nf)

I, = S
" 0 d91+a cos(6)

con 0 <a<1l1.

Esercizio 7.21 Calcolare il sequente integrale:

T cos(36)
—_— 1
/W1+acos(0)d9 0<a<
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8 Integrali di funzioni meromorfe

Il teorema dei residui si rivela utile anche per calcolare integrali definiti di funzio-
ni razionali di variabile reale. Per effettuare questi integrali ¢ spesso necessario
calcolare integrali su archi infiniti e infinitesimi. Nel caso di archi infinitesimi
abbiamo il seguente lemma:

Lemma 8.1 Sia Cec 4 l'arco di circonferenza (percorso in senso antiorario) di
raggio €, centrato in zg e che descrive ’angolo tra ¢g e ¢g + @

Ce,¢7 = {ZO + 661’9’ ¢0 § 0 S ¢0 + ¢}a
allora

1. se (z — z0)f(2) tende a zero uniformemente su Ce 4 per € — 0 vale

lim /cw f(z)dz = 0; (113)

e—0

2. se f(z) ha un polo semplice in z = zy vale

e—0

1im/ f(2)dz = idpRes,—, f(2). (114)
Cers

11 caso degli archi infiniti si ottiene dal lemma precedente facendo il cambiamento
di variabile 2z’ = 1/z:

Lemma 8.2 Sia Cgrg l'arco di circonferenza percorso in senso antiorario di
raggio R, centrato nell’origine e che descrive l’angolo tra ¢g e ¢pg + ¢

Cro ={Re", ¢o <0< ¢y + ¢},
allora

1. se zf(z) tende a zero uniformemente su Cg 4 per R — oo vale

lim f(z)dz = 0; (115)

R—o0 CR,¢
2. se f(z) ha uno zero semplice nel punto all’infinito vale

lim f(2)dz = idRes,—ao f(2) = —ipc_q, (116)
R—o0 Cr.s

dove c_1 ¢ il coefficiente di 1/z nello sviluppo di Laurent di f(z) nel punto
all’infinito.

Esercizio 8.1 Cualcolare l'integrale:
) 2
I= / dr—=
0 T+ + 1
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Notiamo innanzitutto che la funzione integranda e pari, quindi:

o x2 1 [ x2
I=] doi—2t—=2] de—2—
/O T 2/,00 T

Passiamo al campo complesso e consideriamo 'integrale:

52 00 22 22
lim dz 7 = / dx 7 + lim dz 7
R—oo Jop, z4+1 5o x4+ 1 R—oo Jp, z4+1

lungo la curva C'r mostrata in figura.

° [ )
5mi Tmi
4

€ 4 e

Per il teo-
rema dei residui, tale integrale sara pari a 27 volte la somma dei residui corri-
spondenti alle singolarita della funzione integranda all’interno della curva Cg.
D’altra parte avremo residui non nulli solo negli zeri di z* + 1 che si trovano
nel semipiano superiore (come mostrato in figura). Quindi, per R abbastanza
grande:

22 22
%CR dzz4—~|»]_ = 2m (Reszzexp(%) + Reszzexp(i’»zi ) 24—H

I punti z = exp(%) ez = exp(%) sono dei poli semplici e quindi possiamo

utilizzare Pequazione (105)

) 2 L2 1 T
.2 =_e —_
z=exp(7) 24 4+1 423 z=exp(Zt) 4 v §

= 4
9 2
Res - ;

=) 1] 18

1 (57ri)
=—exp|—
z=exp( 37ri) 4 4

4

22 1 . 7wi 5mi
dz— :—m(e4 +e4):\/§7r
Cr 2%+ 1 2
Il contributo dell’integrale su I'g si annulla nel limite R — oo, poiché:
R262i9
‘R‘le‘“" +1

Quindi:

3
lim R

R—o0

‘< lim 0

RHOOR47]_:
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Quindi:
/Ood x? T
rT—— = —
0 i+ 1 \/5

Esercizio 8.2 La funzione f(z) é continua e non nulla sulla curva chiusa vy, e
nel dominio interno ad essa é analitica ovunque ad eccezione di un numero P di
poli (non necessariamente distinti). Siano N i suoi zeri (anch’essi, non necessa-
riamente distinti). Dimostrare la formula (teorema dell’incremento logaritmico):

RROWLC
2mi J, o f(2)

=N-P

Nelle ipotesi dell’esercizio possiamo applicare il teorema dei residui:

2mi

P g 1)
b A2y = 2R

dove la somma ¢ su tutti i punti di non analiticita della funzione integranda.
Tali punti sono precisamente gli zeri e i poli di f(z). Dimostriamo ora che il
residuo di f/(z)/f(z) in uno zero di f(z) & pari all’ordine dello zero mentre in
un polo di f(z) & pari all’ordine del polo cambiato di segno.

Se f(z) ha uno zero di ordine m in z;, f’(z) ne avra uno di ordine m — 1 e
il loro rapporto f’(z)/f(z) avra un polo del primo ordine. Inoltre esistera un
r > 0 per il quale lo sviluppo di Taylor

o

JE&) =3 eulz - z)"

n=m

convergera uniformemente nel dominio |z — z;| < r. Potremo quindi derivare lo
sviluppo termine a termine e scrivere:

Fl) = nealz—2z)"!

Il residuo di f'(2)/f(#) in z = z; sara quindi dato da:

es _f’(z) = lim (2 — 2; ') = lim (2 — 2; Zf:mncn(zizj)nil =
Resemsypo) = G-y = B e - ) = o e
= lim (z — Z‘)mcm(z — )" 4 Oz — 2)") =m

z—2zj J Cm(272j)m +O((Z - Zj)erl)

Consideriamo ora il caso in cui z; ¢ un polo di ordine m per f(z). Allora f'(z)
avra in z = z; un polo di ordine m + 1 e quindi il rapporto f/(z)/f(z) avra
nuovamente un polo del primo ordine. Di nuovo esistera un 7 > 0 tale che lo

sviluppo di Laurent
o0

f)= Y calz—z)"

n=—m
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converga uniformemente per 0 < |z — z,| < r e potremo derivare lo sviluppo

termine a termine:
oo

f(z) = Z nen(z —2)" !

n=—m

Il residuo sara in questo caso:

P& TG

fesemsi ) — P3G

lim (z — 2;)—TComz = Z) "0
z—2j J c,m(z — Zj)fm + O((Z — Zj)7m+1)

Esercizio 8.3 Cualcolare l'integrale:
I P/Oo d !
= x—
oo (@17 +1)

Passiamo al campo complesso e consideriamo 'integrale

1
7{376 oD

sul cammino I'r . definito in figura

R

~R
¢ —7
Avremo che
+oo 1
lim i dz————— =P dr————
R0 Jr, DR /_Oo -
1 1
I de———— 1 i de— 117
T T @) e e C oD@ D) (117)

Nel limite € — 0, la curva 7, € un arco infinitesimo di ampiezza 7 intornoa z = 1
(che & un polo semplice della funzione integranda) percorso in senso orario, per

cul 1 1 .
e
lim dz————————=-—7iRes,0y————— = ——.

—0 ) =12+ 1) "C-D(2+1) 2
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Sulla semicirconferenza centrata nell’origine C’E il modulo della funzione inte-
granda tende a zero come 1/R? per R — oo, per cui

1
li dz—————=0.
R ot Z(z— 1)(2241)

L’integrale sul cammino chiuso I'g . € uguale a 2mi per la somma dei residui
della funzione integranda contenuti all’interno del cammino di integrazione. Nel
nostro caso la funzione integranda ha tre poli semplici in z =1, z = —i, z = 1,
di cui solo quest’ultimo € contenuto nel cammino di integrazione. Quindi

1 1 1+

lim 1 do _ 9riRes._, _
e A P TP ) Bt o T 0 s B

€

Dalla (117) otteniamo infine:

Hoo 1 144 mi
P d = =
/,oo D@2y 2 2

v |

Esercizio 8.4 Calcolare l'integrale:

I:%Cdzw(z)

con C' circonferenza di centro zg = 0 e raggio R =1 e w(z) la funzione:

a

b
w(z) = Z (=nmzm Z n3z", b<a-—2.

m=—a n=—>b

La funzione w(z) & scritta come una somma di potenze centrata in zero. Per
calcolare 'integrale di w(z) & quindi sufficiente identificare il coefficiente di z~1.
A tal scopo riscriviamo w(z) nella forma:

a b
w(z) = Z Z (—1)mtnymEn(_1)n3,

m=—an=—b

Introduciamo ora il nuovo indice di sommatoria k = m+n. Ovviamente k varia
tra —a — b e a4+ b. Poiché n = k — m, l'indice n variera, al variare di k tra
k —a e k + a, sempre che tali valori siano compresi tra —b e b. In altre parole,
al variare di k£ I'indice n assumera i valori compresi tra

max(—b,k —a) <n < min(b, k + a).

Notiamo che

k<a-—b = max(—b, k —a) = —b,
k>a—10 = max(—b,k —a) =k — a,
k<b—a = min(b, k + a) =k + a,
k>b—a = min(b, k + a) = b.
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Nel nostro caso, poiché b—a < a—b, gli estremi di variazione per n cambieranno
quando il valore di k passadab—a ab—a+1 e quando passadaa—baa—b+1.
Al passare agli indici k e n, dovremo quindi spezzare la sommatoria in tre parti:

b—a k+a
w(z) = Z(—l)kzk Z(—l)"n3+
k=—b n=—>b
a—b b a+b b
+ Y (DR (et > (—DEER Y (-1t
k=b—a+1 n=-—b k=a—b+1 n=k—a

1

La condizione b < a — 2 ci dice che la potenza z~" & contenuta nella somma

centrale e quindi il suo coefficiente e:

b b b
1= Z (71)71”3 _ Z(*l)_n(f’ﬂ)g + Z(il)nniﬁ = 0.
n=—>b 1 1

Quindi 'integrale I si annulla.

Esercizio 8.5 Sia P(z) un polinomio di grado n, con zeri {z;}}_, non nulli.
Dimostrare la formula:

Sk
J _— 0. k=0,....,n—2.
Plz) — vt

n

Jj=1

Sia C una circonferenza di raggio abbastanza grande da contenere tutti gli zeri
{#j}j—; di P(2) (percorsa in senso antiorario). Allora, per k > 0,

1 P u P
= ¢ o—=)> Res.es; 5~ =
2mi 7{0 P(z) ; P(z)

dove l'ultima uguaglianza segue dalla formula (105). Per definizione, avremo
anche

i
P'(z;)’

n

j=1

1 2k P
— = —Res,—oo——.
2mi Jo P(2) P(z)
Ma .
% ~ ko z — 00,

quindi, per k < n — 2, lo sviluppo in serie di Laurent di 2¥/P(z) nell’intorno
dell’infinito non contiene il termine z~! e il corrispondente residuo si annulla.
Concludiamo quindi

2k 1 2k . 25
0= —ReS:mso— = — = i
F=pY T 2m ?{; P(2) ; P'(z)
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Esercizio 8.6 Senza effettuare l’integrale, dimostrare la formula:

1
dz———— =10 118
?{CR Ais._9 (118)

dove Cr ¢é un cerchio di centro l'origine e raggio R > 3.

Quando R > 3 la circonferenza C'r contiene tutti i poli della funzione integranda.
Infatti vale:

|22 4+ 82— 9 > |24 —8|2| —9 >3 —8-3 -9 =48,

Quindi la funzione z* 4+ 82 — 9 non pud mai annullarsi quando |z| > 3. Per
definizione l'integrale (118) sara allora pari a —2mi volte il residuo della funzione
integranda nel punto all’infinito. Poiché il termine dominante dello sviluppo di
Laurent di 1/(2* + 8z — 9) nellintorno dell’infinito & 1/z%, tale residuo & nullo
e la formula (118) & dimostrata.

Esercizio 8.7 Calcolare lintegrale (a,b € R):

e z+a

— 00

Esercizio 8.8 Cualcolare il sequente integrale

degl_ | k=1,2,3,
e 22z —1)

dove v, sono le curve chiuse orientate positivamente, e cost definite:
1. v1: |2|=1/3;
2. ya: |z2=1|=1/3;

3. v |z =2.

Esercizio 8.9 Cualcolare l'integrale

1
I:j{dz_Q,
C sz

dove C' ¢ il cerchio centrato nell’origine di raggio v = 3/27 percorso in senso
antiorario.

Esercizio 8.10 Calcolare I’ integrale:

I:/ exp(l/z) .
=2 21
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Esercizio 8.11 Calcolare lintegrale

1 . 24 +132% + 8022
I =— lim dz
271 R—oo o 5325 + 1044

dove Cr € una circonferenza di centro l'origine e raggio R percorsa in senso
antiorario.

Esercizio 8.12 Calcolare lintegrale

_f g e
I= }{Cd (22 — 1)% sin(m2)

dove C' é la circonferenza di equazione |z—1/2| =1 percorsa in senso antiorario.

Esercizio 8.13 Calcolare l'integrale:

I d i
1m 2,
R—oo Jo, 224 +523 427

dove Cg é la circonferenza di raggio R, centrata nell’origine, percorsa in senso
antiorario.

Esercizio 8.14 Calcolare il residuo in z = 0 delle sequenti funzioni:

i; f2(2) = :

22

— L a(e) = exp(1/2).

sinhz =z

fi(z) =

Calcolare poi gli integrali f’g\z\=3w/2 fi(2).

Esercizio 8.15 Calcolare

1 ¢
L(2) = —
(Z) 211 |C|:1d C*Z

(2] # 1)

con n intero positivo, nullo o negativo.

Esercizio 8.16 Date le funzioni

1

1. 7(2 —1y

1)
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22

Dire quali di esse é integrabile su |z| = 1, quale é integrabile solo nel senso del
valor principale e quale non é integrabile. Laddove gli integrali esistono, se ne
fornisca il risultato.

Esercizio 8.17 Determinare zeri e poli della funzione:

f(z) =

z
sinh(z)

JRCLE

Dove I la curva chiusa composta dal segmento (—37/2, 37/2) e dalla semicir-
conferenza |z| = 3w/2, 0 < arg(z) < 7 percorsa in senso antiorario.
Il punto all’infinito ¢ una singolarita isolata? Motivare la risposta.

e calcolare

Esercizio 8.18 Calcolare gli integrali:

z exp(tz)
I = ———d
' /z=2 (z+1)3 ¢

1
Lo [ e,
=2 2+ 1
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9 Integrali di tipo Fourier

Strumento essenziale per calcolare integrali di tipo Fourier & il lemma di Jordan

Lemma 9.1 Sia Cr,y un arco di circonferenza di raggio R e ampiezza ¢ in-
teramente contenuto nel semipiano superiore del piano complesso Imz > 0.
Supponiamo che f(z) si annulli uniformemente su Cr 4 per R — oo, allora per
k>0

lim e f(2)dz = 0. (119)
R—o0 CR,([)

Se k < 0 Uequazione (119) vale quando Cr,4 é contenuta nel semipiano inferiore
Imz<0

Esercizio 9.1 Calcolare l'integrale:

[ exp(ikx)
I(k) = /_Oodxiﬂ—i—x—i—l (k€ R).

Passiamo al campo complesso e consideriamo gli integrali

exp(ikz)
I = _ >
+(k) fcgdZ22+Z+1 (k= 0)

L(k):]{ dze;‘p(ilkz) (k < 0)
cn, Z +z+1

dove C’E ¢ la curva:

e O ¢ la curva:
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Gli zeri del polinomio z? 4 z + 1 sono riportati in figura. Usando il teorema
dei residui, abbiamo:

) exp(ikz) exp(ikz) 2w —k )
Rh_r}r;o o dzZ2 il 2miRes _ 2z pEaa Sl exp { (V3 +1)

) exp(ikz) . ~exp(ikz) 2w k .
ngr(l)o . d2722 poneie 2miRes _ azi P Y exp | 5 (V3 —1)

La funzione 1/(22 + z + 1) ha sulla circonferenza di raggio R 1’'andamento
asintotico

1
R—o0 R2

1
‘ R262i9 + Reie +1

Dal lemma di Jordan segue che gli integrali su I';; (per k& > 0) e su I'y, (per
k < 0) si annullano nel limite R — oo, mentre per k = 0 l'integrale si annulla
sia su FE che I';. In conclusione abbiamo:

2 o (A .
I(k)/mdz% V3 p<2( o )) k>0
h %GXP(S(‘/g_i)) k<0

Esercizio 9.2 Calcolare l'integrale (p,z € R))

+oo eika:

Consideriamo separatamente i due casi x > 0 e x < 0. Se x > 0 consideriamo

I'integrale
. eZZCl)
lim ?{ ———dz,
R—o00,e—0 Jp+ -z
— 00 ,E—> FR76 p
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dove I‘E_e ¢ il cammino chiuso indicato in figura

TN Py 1 2 3 1.2 1.2
'k ¢ 'unione delle 6 curve Ly ., Ly ., Ly 7,76, Cg, dove 7,7 sono
semicirconferenze di raggio € centrate rispettivamente in —|p| e |p| e percorse in
senso orario. Poiché dentro I'g  la funzione integranda e analitica, avremo che

eizz
lim -3 dz = 0.
R—00,e—0 Tr. pe—z

Nel limite R — oo anche l'integrale su C; si annulla (per il lemma di Jordan
se x > 0 e perché la funzione integranda tende a zero uniformemente su C’E se
z =0).

Per definizione

+o00 eika: eizz
P/ ———dk=_ lim 7{ A
oo PT— k’ R—00,e—0 L}ayeJrL?%YEJrL%E pe—z

Infine
eizz eizz eizz
lim ——dz = -—-mi|Res,—_, | ———= | +Res.—, | —— =
=0 L1 P2 — 22 [ z p<p2_22> z p<p2_22>}
sin(px
__sin(pz)

Quindi

+0o0 ik ;
P/ pfi sk = wsmépx), x> 0.

Passiamo ora al caso x < 0. In questo caso consideriamo l'integrale

eiza:
lim . dz
R—o00,e—0 Jp pe—z

R,e

sulla curva Ire descritta in figura
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—R R
. L}%,e 7|p| L%,e |p| LPI’%,E

Di nuovo la funzione integranda ¢ analitica all'interno di I';, per cui il corri-
spondente integrale si annulla. Il lemma di Jordan ci assicura che si annulla
anche I'integrale su Cf, mentre l'integrale su ! e 72 semplicemente cambia di
segno, visto che le curve girano ora in senso antiorario intorno alle singolarita.

Quindi
+oo ikx :
P/ ]%kadk = *WSln;pZ), x < 0.

— 00

In conclusione

+oo ik ;
P/ T gp =) g
Lo PPk D

Esercizio 9.3 Calcolare l'integrale:

o) 04
I:/ a2 (@)
0

x4

Scriviamo l'integrale nella forma:

R

I = lim lim dx
R—o00 e—0 € ;L‘4

sin? (z)

Usando la parita della funzione integranda:

1 —€ .4 R 4
I=- < lim lim L C) R, dxw>

2 \ R—ooe—0 J_p x4 R—00e—0 J, x4

Passiamo al campo complesso aggiungendo al cammino di integrazione una semi-
circonferenza I, congiungente i punti (—¢, €). Poiché sin® z/2* ha una singolarita
eliminabile in z = 0, avremo che:

sin? (2)

lim dz 7

e—0 . z

dz=0
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Scriviamo la funzione seno in termini di esponenziali complessi:

i eiz _ =iz 4 ediz _ fe2iz | G _ fe—2iz 4 g—diz
sin® z =
16

Per il lemma di Jordan:

diz 4 24z
lim er-dem+6,
R—o0 F+R 1624

sulla semicirconferenza I', = Re'?, 0 € [0,7] e

) 6741'7; _ 46722',2
lim —_— dz =0
R—oo Jp-— 16z
R

sulla semicirconferenza I'y, = Re', 0 € [r,27].
Possiamo quindi riscrivere il nostro integrale nella formas:

1 diz 4 2iz —diz 4 —2iz
I =—- lim <limj{ uderj{ I++I,Ldz>
C C

2 R—oo \ e—0 + 1624 - 1624

dove C}Jg . ¢ la curva:

e C’R7E ¢ la curva:
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I, sian-
nulla perché il cammino di integrazione non contiene il punto z = 0 che e
I'unica singolarita al finito della funzione integranda. Per I_ avremo invece che
(il segno meno & dovuto al fatto che la curva C . & percorsa in senso orario):

—4iz 4 —2iz
I_ = —7TiR€SZ=0 (%)
z

In z = 0 abbiamo un polo del quarto ordine, quindi:

1 3
I:I_:—m'lim—d (z

46—4iz _ 46—21'2
z—0 31 dz3

) s
= ™ (64i —32i) = T
1624 ) g (041 =320 = 3

Esercizio 9.4 Si considerino le funzioni g4 (t) cosi definite:

e} efizt
g+(t) = / dx

oo T — xg L i€

dove € > 0, z,t € R.
Dimostrare che

g+t =0") —gL(t =07) = —2nmi.
Consideriamo prima il caso t > 0. Passiamo al campo complesso e consideriamo

I'integrale
efizt
§od—
c z—xo e

R

dove C'y ¢ la curva
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—-R oxy + 1€ R

er) — i€

Per R che va a infinito, la funzione integranda in g4 (¢) possiede un polo semplice
all'interno di C'; con residuo
—izt

e .
e—1xg)t
Resz:ngie = 6( o) )

z —xo + i€

mentre la funzione g_(t) non possiede nessuna singolarita all’interno di Cj.
Dal lemma di Jordan segue che 'integrale su I'y si annulla nel limite R — oo e
quindi utilizzando il teorema dei residui avremo che

—izt

e .
t) = 1 dz———— = —2mie~ (c+izo)t t >0,
g+(t) Rgnoo o ZZ pe—— me
efizt
g-(t) = lim dz—— =0 t>0,

R—o0 Cr z—mo—ie

dove il segno meno ¢ dovuto al fatto che la curva Cp ¢ percorsa in senso orario.
Passiamo ora al caso ¢ < 0 e consideriamo la curva C;{

oxr) + i€

R R

—-R oxry — 1€ R
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Utilizzando gli stessi argomenti esposti nel caso ¢ > 0, concludiamo che

efzzt

t)y = 1 dz— =10 t <0,
g+( ) Rgnoo ot ZZ — o + i€
R
efizt )
g—(t) = lim dz————— = 2mieleiwo)t

R—o0 C;g zZ— X9 — 1€
Quindi

I t) = —2mi, lim, o g4(t) =0,
JHm gy () = —2mi, Lm0~ g4(t)

lim g_(¢) =0, lim;_o- g—(t) = 2mi.

t—0t

Esercizio 9.5 Calcolare “l'integrale di Fresnel”

o0 .2
/ e dx
0
iz?
e dz
I'r

lungo il cammino chiuso I'g mostrato in figura

Consideriamo 'integrale

3
V2

INE

Y1 R

t<0.

(120)

(121)

. 7’ . P2 N o, . . . . .
Poiché la funzione e**" ¢ analitica nell’intero piano complesso, il suo integrale

su un cammino chiuso & identicamente nullo, quindi

?{ e dz = 0.
I'r

L’integrale lungo ’arco ~; nel limite R — oo ¢ esattamente l'integrale di Fresnel

(120).
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L’arco 2 pué essere parametrizzato come z = Re'?, 0 < § < /4, quindi

. 1 _ _ [ _ .
/ 7 dy = z/ exp (RQeM)) Re?dg = % / exp (RQew) Rel%dqb,
Y2 0 0

avendo introdotto la nuova variabile ¢ = 260. Prendiamo ora il modulo di questo
integrale

. 2
/ e dz
Y2

SR

L /2 exp (R2ei¢) Re’%dqb
2 \Jo
3 3 2 R2
= E/ exp(—R?sin ¢)do < E/ exp (— R ¢) d¢ =
2 Jo 2 Jo

™
™ 2R%¢ ™ R2
= _— — = — 1— -
4Rep( T )0 4R( ¢ )

dove abbiamo usato la disuguaglianza sin¢ > 2¢ /7, valida per 0 < ¢ < 7/2.
Ne segue che I'integrale lungo 1’arco v, si annulla nel limite R — oo.
L’arco 3 puo essere parametrizzato come z = zed, R > x > 0, quindi

0 0
. 2 im im im —z2
/e“dz=e4/exp(ac2@2>dx=e4/e”dx.
Y2 R R

Prendiamo ora il limite R — oo in (121) e otteniamo

o0 oo
. . 2 . 2 ir 2
0= lim e“"dz:/ e”d:ﬂfe4/ e ¥ dx
0 0

R—o00 Tr

< l/_ exp (R2ei¢) Rei%dgb‘ =
2 Jo

Calcoliamo l'integrale gaussiano

IG:/ e~ dz.
0

- ([ ) ([ ).

Se consideriamo le variabili z e y come gli assi coordinati del piano, possiamo

scrivere
() ([ o)~ [ e
0 0 o Jo

Introduciamo ora coordinate polari r, 6

Abbiamo che

r =%+ 1y de Ndy =rdr Adf

e otteniamo

T oo o0 oo
12 :/ / e rdr Adf = ﬁ/ e rdr=-"e| =L

In conclusione
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Esercizio 9.6 Cualcolare l'integrale:

oo 1 _
I / d cos(kx)
0

x2(x? + a?)

Esercizio 9.7 Calcolare gli integrali:
/+oo dzcc;s(k:ac)7
0 x? + a?
/+°O d sin(kx) .
0 x(z? + a?)

Esercizio 9.8 Cualcolare l'integrale:

/OO dxCOS(QxQ) -1
0 x

Esercizio 9.9 Calcolare lintegrale

e t
Plz) = / dt cosx
0

14 ¢2

Esercizio 9.10 Calcolare il sequente integrale:

o sint
I= dt ——
A t(t4 + 1)

Esercizio 9.11 Calcolare lintegrale (a € R):

+oo
1_
I:p/ dpt — COST
oo T

2(22 — a?)

Esercizio 9.12 Calcolare l'integrale:

B oo sin? (kx)
I(k) = P/O S Fo e

(s

ke R.



Esercizio 9.13 Calcolare l'integrale:

+oo 3
cos’x
I = de——:.
/ x1+12

— 00

Esercizio 9.14 Calcolare l'integrale:

I, 8) = /0°° sin(ax) — sin(fz) dz. 0. f R,

X

Esercizio 9.15 Calcolare lintegrale

e sin(kx)
I=P dox———%~ k .
A xx(xQ—aQ)’ ,a € R

Esercizio 9.16 Calcolare l’integrale

+oo eikw
I:P/ —dr  keR
z*—1

— 00

Esercizio 9.17 Calcolare l'integrale:

/OO i sin44(:c)
0 X

Esercizio 9.18 Calcolare l'integrale
0 eix
I= dr —————
/1 MRS

Esercizio 9.19 Calcolare il sequente integrale:

P/ g Sk R
T+ a

— 00

Esercizio 9.20 Calcolare il sequente integrale:

I:P/ dr CZS(WQ v,a € R
0 e —a
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10 Integrali con funzioni razionali di funzioni
iperboliche

Un ulteriore classe di funzioni di variabile reale che & possibile integrare sul-
I’asse reale attraverso il teorema dei residui ¢ quella delle funzioni razionali di
funzioni iperboliche. Questo perche le funzioni iperboliche nel piano comples-
so sono periodiche nella direzione dell’asse immaginario. Si considera quindi,
in genere, un cammino rettangolare I'r costituito dal segmento L; che va da
—R a R dell’asse reale, dal segmento L3, traslato di una quantita ¢y rispetto
al primo, che va da R + iy a —R + 1y e dai due segmenti Ly e L4 che vanno
da Ra R+1iyeda —R+iy a —R. La quantita iy e scelta in maniera tale
che la funzione integranda assuma gli stessi valori (o valori proporzionali) su
—Ls e su Ly (cosa che & appunto possibile per la periodicita delle funzioni iper-
boliche rispetto alla direzione dell’asse immaginario). Quando consideriamo il
limite R — oo, l'integrale su I'r sara uguale a 2mi volte la somma dei residui
della funzione integranda contenuti dentro I'r e, in generale, le condizioni di
integrabilita sull’asse reale garantiranno che gli integrali su Ly e Ly si annullino.
Questo procedimento ci permettera quindi di desumere il valore dell’integrale
della nostra funzione sull’asse reale dalla conoscenza dei suoi residui contenuti
all’interno del rettangolo I'g.

Esercizio 10.1 Calcolare il sequente integrale:

+oo eveT
P/ dr — —1<Rer«l1
sinh(z)

Consideriamo l'integrale

vz

lim lim dz —
R—00 €e—0 Tr smh(z)

dove il cammino I'g ¢ indicato in figura

—R+ar Ls T Ly R+ im
-< L] -<
31
Ls A Ls
/7 71
~R L 0 L R




I poli della funzione integranda si trovano nei punti z = kni, k € Z, nessuno
dei quali € compreso nel cammino d’integrazione I'r. Di conseguenza, per il
teorema dei residui, l'integrale su I'g si annulla.

Il cammino I'r & suddiviso negli 8 cammini L, Lo, L3, L4, L5, Le, 75,75, con
~5 e 5 semicirconferenze di raggio € che contornano, rispettivamente, ’origine
ed il punto z = mi. Per definizione, avremo che

i i J vz P +o00 y eve
1m am z = X ——=.
R—o00 €e—0 LiUL> smh(z) _ smh(ac)

o0

L’integrale su L4 U L5 & uguale a quello su Ly U Ly cambiato di segno e con la
variabile x traslata di i7:

vz +oo v(z+im)
lim lim dz —< :fP/ da —<

R—ooe—0Jp yp.  sinh(z) o sinh(z +im)’
Ma sinh(z + im) = — sinh(z), quindi
vz o0 v
e - e
lim li d =e""P de ———.
Rooc e20 LaULs ® sinh(z) ¢ /,Oo v sinh(z)

L’integrale su L3 si annulla nel limite R — oo, infatti
ev? ™ eu(RJriy)
dz ——— =21 dy———"—"7—.
/Ls sinh(z) /0 YeRtiy — o—R-iy

eRe(V)Reflm(u)y

Notiamo ora che

eV (R+tiy)

eR+tiy _ o—R—iy | |6R+iy _ efRfiy| )

Poiché

|6R+iy _ e—R—'L’y‘ > ‘6R+iy| _ ‘e—R—iy‘ — R o R >R

possiamo scrivere

el/Z
dy ——
/};3 Zsinh(z)

Quest’ultima quantita si annulla per R — co dato che Rev < 1.

In maniera perfettamente analoga si dimostra che 'integrale su Lg si annulla
grazie alla condizione Rev > —1. Rimangono da calcolare gli integrali su 71, 5.
Entrambe le curve circuitano in senso orario un polo semplice della funzione
integranda e sottendono un arco di ampiezza m, per cui nel limite ¢ — 0 tali
integrali sono pari a —7i volte il residuo della funzione integranda calcolato nel
polo corrispondente

< me
e

™ Re(v)R _,—Im(v
S/ dyw (Re(v) 1)
0

el/Z el/Z el/Z
lim dz = —miReSymg——— = —Wl ——— = —m
=0/, sinh(2) i *=0sinh(z) i cosh(z)|,_q i

el/Z el/Z el/Z X
li dz ———— = —mR PP R —— — g pVT
e s : sinh(z) TS sinh(z) " cosh(z)|,_.; e
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Sommando tutti i contributi otteniamo infine

vz +o0 v
e . e .
0= lim li d =(1+e"")P de ——— —mi (1 — ™7™
Rioo o0 T'n ® sinh(z) (1+e) [m * sinh(z) mi (1—e"),
da cui . _
ve 1 — T
P/ dx .e = m‘ie, = —mi tanh (V—W) .
oo sinh(z) 1+4eivm 2

Esercizio 10.2 Calcolare l'integrale:

+oo
=
oo ae® + be~*

con a e b reali positivi.

Consideriamo l'integrale

. z
lim dz———,
R—oo Jp.  ae* +be?

lungo il cammino I'g indicato in figura

—R+im mi L3 R+im
Ligi+Ind
L4 Y 2( . a) L2
R 0 I R

La funzione integranda possiede dei poli semplici nei punti
z —z 2z b 1 . b .
ae®+be " =0 = F=-—— = =g mi4+In|— || +kri, keZ
a a

L’unico di questi poli contenuto nel cammino I'g (per R sufficientemente grande)

e
3 (7o)
zo==|m+In-).
2 a
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Dal teorema dei residui otteniamo quindi

lim PR E—— VY Res,=z, <¥) =
R—oo Jp . ae* + be~* ae® + be=*

o <m+1n(b) - 1n(a)> |

z

= 2m

2 Vab

z _ —z
ae* —be=*| __

L’integrale su L; nel limite R — oo ci da
+oo
z x
lim dz——— = / dr————.
R—oo [p.  ae* +be™* oo ae* + be=*

Per l'integrale su L3 abbiamo

. z - x4 mi oo x + i
lim dz——— = dx : - = dp———.
R—oo [p. ae* +be? +oo aert T 4 he— T e ae® 4+ be=*

Gli integrali su Ly e Ly si annullano nel limite R — oo. Infatti su Lo avremo

/ dz#*z’/wd R+ iy
L, ae*+be? o Y eRtiy + be—R-iy’

R+ 1y < R
aef+iy 4 pe—B—iy | = geR’
quindi
z
dz————| < m1— 0 per R — .
/L2 ac® 1 be—=| = "aek 0 P -

Analogamente, su Ly:

/ do "
L, ae*+be

Sommando tutti i contributi

g(mﬂn%m(a)) i f g ®

R—oo Jp,.  ae® +be”*?
—+oo —+oo
T 1
=2 dp———— ) dp———.
/ zaeﬂc + be—* o [m zaeﬂc + be—%

— 00

R

.
— el

./0 —R+1iy
=i dy o -
. ae Bt 4 peR—iy

Possiamo calcolare 'ultimo integrale passando nuovamente al campo complesso
e integrando lungo I'p

+oo 1
lim dzg———F— = 2/ dr———— =
R—oo Jp.  ae* + be~? oo ae® + be~*

1 T
— 2miRes,es | ———— | = —_.
e "(anerez) Vab

Otteniamo quindi infine

[t ()
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Esercizio 10.3 Calcolare il sequente integrale:

P/O (sinh(z — 1)) (sinh(z + 1))

Esercizio 10.4 Calcolare il sequente integrale (Re 8 > 2|Repl|):

T sinh(ux
I:/ dx exp(fuz)si%ﬁx)

—T

Esercizio 10.5 Calcolare l'integrale:

o0
I :/ dxxL{p(ax).

oo coshx

Esercizio 10.6 Calcolare l'integrale:

+oo T
b= [ ey #<0

Esercizio 10.7 Calcolare il sequente integrale:

I — / I cos(kx)
0 cosh(z)

Esercizio 10.8 Calcolare lintegrale

F(z)AmdtM

cosh?(t)

e discuterne le propriet‘a di analiticita.

Esercizio 10.9 Calcolare il sequente integrale:

e x
I=P dr ————
A v sinh(ax)
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Esercizio 10.10 Calcolare il sequente integrale:

o0 IQ
/0 cosh(ax)

Si consiglia il cambiamento di variabile:

exp(ax) =t

Esercizio 10.11 Calcolare il sequente integrale:

o) —
- / 2P R ),
0 coshx

Esercizio 10.12 Calcolare il sequente integrale:

I:/ dycM p,a €R
0 exp(px) + 1

Esercizio 10.13 Calcolare il sequente integrale:

I :/ dx x exp(—z) coth(z).
0
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11 Integrali che richiedono 1’uso di funzioni po-
lidrome

Alcuni integrali di variabile reale possono essere calcolati attraverso l'integra-
zione in campo complesso di funzioni polidrome. Consideriamo un integrale del

tipo
b
m/f@ﬂ%

e supponiamo che esista una funzione polidroma ¢(z) (che puo anche coincidere
con f(z)) tale che il passaggio attraverso il segmento [a,b] comporti un cam-
bio di determinazione per la funzione g. Supponiamo inoltre che il cambio di
determinazione lungo il segmento [a, b] sia proporzionale a f(x):

lim (g(x + ie) — g(x — i€)) = pf ().

Sia I'c una curva chiusa (all'interno della quale g(z) & monodroma), che com-
prende i segmenti 4! : z+ie, a <2 < b2 x—ie, b> x> a.

Y

- - > 126

Dal teorema dei residui

e—0

N
lim ¢ g¢(z)dz = Z Res.—,9(2),
I j=1

avendo indicato con z;, j = 1,..., N i residui di g(z) contenuti all’interno di
T'e. Quindi
b N
p/ f(z)dx = lim/ g(z)dz = ZReSZ:zjg(z) — lim g9(z)dz.
a €70 5142 = =0 Ur —yl 42
€ € Jj=1 € € €
(122)

A volte il calcolo dellintegrale di g(z) sulla curva I'c — ! +~2 & pilt semplice
di quello di f(z) su [a,b]. In tal caso 'equazione (122) & un utile strumento per
il calcolo di quest’ultimo integrale.

Gli argomenti utilizzati possono essere facilmente estesi (“mutatis mutan-
dis”) al caso in cui abbiamo un integrale del tipo

Lf@ﬂa
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dove « & una curva (aperta) del piano complesso invece che un segmento dell’asse
reale.

Esercizio 11.1 Calcolare l'integrale:
(o]
1
.
0 0 +1

Questo integrale puo essere svolto sviluppando la funzione integranda in fratti
semplici, noi considereremo pero il seguente metodo alternativo. Passiamo al
piano complesso e consideriamo l'integrale della funzione

In(z)

f(z) =

2341

sul seguente cammino chiuso C:

nel limite R — oo, €,p — 0.

L’integrale su I, si annulla nel limite e — 0 poiché |In(z)| diverge piu lenta-
mente di 1/|z| quando |z| tende a zero. Anche il contributo dell’integrale su I'g
¢ nullo visto che |f(z)] tende a zero pi‘u velocemente di 1/|z| per |z| — 0.

Consideriamo ora l'integrale su L™. Dobbiamo scegliere uno dei rami del-
la funzione logaritmo. Scegliamo la determinazione principale, ossia il ramo
definito dalla relazione: In(1) = 0. Allora, nel limite R — oo, €, p — 0,

z)az = OOIH(Z) T
Jee= [y

3 +1
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Dopo aver compiuto un intero giro su I'r, abbiamo che la determinazione del
logaritmo su L~ deve essere data da: In(1) = 2xi. Di conseguenza (sempre nel
limite R — o0, €,p — 0):

f(z)dz/o In(x) d:c+2m’/0

L- oox3+1 OO.T/'3+1

Sommando tutti i contributi ed usando il teorema dei residui:

< 1
f(z)dz = —2mi —dr =
?{c (=) dz ZA ad +1 )

. In(z
= 2wt (ReSZ:eXp(ﬂi/S) + Resz:exp(ﬂ'i) + Resz:exp(Swi/B)) (25 (‘i’)].)

Dopo aver effettuato il calcolo dei residui otteniamo:

/OO 1 d 2w
E Xr =
0 $3+1 3\/§

Esercizio 11.2 Calcolare l'integrale

> Inz

I = dp——.
0 V(L + )

Passiamo al campo complesso e consideriamo l'integrale sul cammino C
indicato in figura:
\

I'r

L+




nel limite R — oo, €,p — 0.

Scegliamo la determinazione principale sia per il logaritmo che per la radice
(ossia scegliamo i rami definiti da: In(1) = 0 e v/1 = 1). Scegliamo inoltre
arg(z) € (0,2m). Per p — 0 Pargomento di z tendera quindi a zero e avremo:

In(z) *  In(z)

W) V) T o VEG o)

Su L~ avremo invece che I'argomento di z tendera a 27 per p — 0, quindi:

lim In(z) _ ° In(z) + 2mi
) EOT Sy Vet

Poiché la funzione
In(z)
P
Vz(1+ 2)
tende a zero uniformemente sia per z — 0, z € I, sia per z — 0o, z € I'g, il
contributo degli integrali su I'c e su I'g sono nulli. In conclusione:

In(z) B *  In(@) -
07\/5(1+z)d272 . il d:c+2m/ \/_1+Z)dac7
o _ In(z) — o In(exp(7i)) i 2,

=2k (2015 ) =2 Vet

Ci rimane da calcolare I'integrale:

211

/Omm

Passiamo al campo complesso e consideriamo 'integrale

fﬁ

dove C' di nuovo il cammino riportato in figura. Utilizzando le stesse conside-
razioni del caso precedente, otteniamo:

1 > 1 1
'747:2' = — _927%Res,_ A — ) =272
e V(14 2) m/o Va(l+a) T Ea=enp(m) (\/5(1 +Z)> o
Quindi:

] S
@) g 2m'/ 9% 2% =0
o Vr(l+x) o Vr(l+x)

Esercizio 11.3 Calcolare l'integrale:

00 1/3
I:P/ do—
0 L7 =
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Passiamo al campo complesso e consideriamo I'integrale della funzione

,1/3

z3—1

sul cammino chiuso C' indicato in figura:

nel limite in cui R — oo € €, 4, p — 0. Poiché |f(z)| tende a zero uniformemen-
te per |z| — 0, lintegrale sulla circonferenza I'. si annulla nel limite ¢ — 0.
Anche lintegrale su I'g si annulla per R — oo poiché |f(z)| tende a zero pin
velocemente di 1/|z| per |z| —oo . Per quanto riguarda I'j, abbiamo:

,1/3
lim (z) = —miRes,—1 ( )

§—0 F}’ 23 —1

Scegliamo il ramo di z'/3 definito da: 1'/% = 1, allora:

21/3 1
fess= < - 1) T -w)(-w?)

avendo posto w = exp(25*). Utilizzando I'identita 1 + w 4+ w? = 0 otteniamo
infine:

. T
iy fE =g
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Consideriamo ora 'integrale su I'y, avremo di nuovo:

) ) Z1/3
lim f(z) = —miResy=1 <z3 — )

§—0 ry 1

Abbiamo pero compiuto un intero giro su I'g, ci troviamo quindi ora sul ramo
di 213 definito da 1'/3 = w, per cui:

Res 22 = v e
=\B-1) T -w(l-w?) 3

L’integrale su L + L3 ci da:

1-5 ,.1/3 R ,1/3 o 1/3
/ f(z)dz= lim lim / 3 dx +/ ———dv | = P/ dr—
L1++L2+ R—o0 €,0—0 € s —1 146 s —1 0 0 —1

Mentre per I'integrale su L] + L, dobbiamo tener conto del fatto che quando p
tende a zero, z'/% = (z41iy)'/? tende a wz a causa della diversa determinazione

della radice. Quindi:

00 1/3
/ f(z)dz = fwP/ dx :g
LT+L3 0 o —1

Sommando tutti i vari contributi ed usando il teorema dei residui, otteniamo
quindi:

1/3

jif(z)dz - (1—w)P/Ooodx£1—m’(1+w)=

S1/3 S1/3
2m (Resz_w <z3 — 1) + Res,—,2 <z3 — 1>)

1/3

Questi residui vanno calcolati ancora sul ramo 1'/° = 1, quindi:

Res,_. < Z1/3 > __exp(2mi/9)  _ exp(2mi/9) _ exp(8mi/9)

23 -1 (w—=1)(w—w?) 3w? 3
23\ exp(4mi/9)  exp(4mi/9)  exp(16mi/9)
Resz= (z3 - 1) (w2 -1)(w? —w) 3w B 3

Quindi:

o x1/3
(1—-w) P/o dx o i [; (exp(87i/9) + exp(—27i/9)) + 1 + exp(27ri/3)}

Moltiplicando entrambi i termini per (1 — w?)/3

o gl/s i
P/o dx ST1= 3 E (exp(87i/9) + exp(—27i/9)) + 1 + exp(27ri/3)} (1 — exp(4mi/3)) =

= % [% (exp(87i/9) — exp(27mi/9) + exp(—27i/9) — exp(—87i/9)) + exp(2mi/3) — exp(—2m'/3)] =

= %w [sin(87/9) 4 sin(27/9) — 3sin(27/3)]
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Esercizio 11.4 Calcolare il sequente integrale:
1
11—z 1
I= dr || ———5—.
/_1 NVitz2 11

Passiamo al campo complesso e consideriamo 'integrale della funzione

1—-2 1
f(z) = Vi4+z2241
sul cammino chiuso C' indicato in figura:
\

(D

nel limite in cui R — oo e €,6,p — 0. GIli integrali su I'g, T, I’} e I'y
si annullano in tale limite. Consideriamo l'integrale su L; Scegliamo come
determinazione della radice quella per cui v/1 = 1. Allora (nel limite p — 0),

arg(l—z2)=—m arg(l4+2)=0

da cui segue:

arg < 1_}_2) = % (arg(l — z) —arg(l+2)) = fg

e dopo aver effettuato anche gli altri limiti:

o0 p—
dz f(z) = —i dacwx—l !
L+ 1 l+xa2+1
2
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Per quanto riguarda l'integrale su L, abbiamo che

arg(l—z)=n  arg(l+z2)=2n

da cui :
2 ) = 2 (arg(1 - 2) — ang(1 + 2)) = 2
T = —(ar — —ar = ——
arg 1 5 arg z) — arg z 5
Quindi:
1
ve—1 1
dzf(z):—i/ dxxi2—
Ly 0o Vidzat+1
cioe

/ dz f(z) =0
Li+Ly

arg(l—2z)=0  arg(l+2)=0

ot VT=a 1
/Ljdzf(z)_/ldxx/ Fra?+1

Su L avremo:

e quindi:

Analogamente su L] abbiamo:
arg(l—2)=0 arg(l+z) =2n7
da cui segue:

o Vi-x 1 VooVi—z 1
dzf(z) = dxe NS = dx72—1
L] 1 +xx*+ -1 V1i4+zas+

Sommando tutti i contributi ed usando il teorema dei residui:

ooVI—e 1 [1-—2 1
d =2 drx ————— =2mi 2=i 2=—i T2
7(0 2 f(2) B x\/l—i——x$2+1 i (Res,—; + Res )< T

Abbiamo che:
1—2 1 1—2z2 1
Rese—i |\ 77— | =1l \/ -
e ( 1+zz2+1> zﬂ( 1+zz+z>

D’altra parte, sulla determinazione che abbiamo scelto:

\/B — \/Bexp (%z (arg(1 — z) — arg(1 + z)))

Per z — i 'argomento di 1 — z vale —7w/4 e quello di 1+ z vale w/4, mentre il
modulo di (1 —2)/(1+ z) vale 1, quindi:

R 1—-2 1 1 T
es.=i | \/ T =—exp(——
14+22241 2 *P 4

92




Analogamente, per z — —i 'argomento di 1 — z vale 7/4, quello di 1+ z vale
7m/4 e il modulo di (1 — z)/(1 + 2z) vale 1, quindi:

R 1—-2 1 I 1—-2 1 1 3
=i [\ === | = lim [/ ) = ——exp |-
s 1+z22241 i 14+22z—1 2Zep 4

La somma dei residui :

— =—1 =5 T4 B 4 - 2
(Res:—i + Res.—_;) <\/:22 n 1) 5 (exp ( 1 ) exp ( 4 )) Vo

Da cui segue che integrale cercato vale:

1d\ﬂ—x 1
s Yo T
1 \/1+£L’332+1

Esercizio 11.5 Calcolare l'integrale:

bf
L b>a>0

b
I:/ dz (b—z)In

r—a

1n(b_z)
z—a

ha due punti di diramazione in z = a e z = b. Tagliamo il piano complesso
lungo il segmento (a,b), e consideriamo l'integrale

qufku@—zﬂn(z_z)Q

dove C' ¢ il cammino chiuso:

La funzione
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Scegliendo la determinazione principale del logaritmo, abbiamo che

N2 b N2
dz(b—z)ln(b Z) — / dac(b—x)ln(b a:)
Lf z—a “ r—a

Su L
arg(b—z2) — —m b—z — =0
quindi
b 2\2 b 0 2
dz(b—z)ln( Z) H/dx(b—x){ln(z )—iﬂ']
L z—a a T —a
Su Ly
arg(lb—z) — b—z — =0
arg(z —a) — 2w lz—al — z—a
quindi

/L;dz(bz)1n<lz)_2)2 — /badac(b:c) [m(j—_Z) mr

arg(b—z) — 0 b—z — b—x

Su L

arg(z —a) — 27 lz—a| — z—a
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quindi
2 a _ 2
/ dz(b—z)ln(b_z) — / dm(b—x)[ln(b—x)—%ﬂ'}
- z—a b T —a
Infine
2 2
?{ dz(bz)ln<bz> — —2miRes,;=00 <(bz)1n<bz) )
I'n z—a z—a

Sommando tutti i termini ed usando il teorema dei residui, abbiamo quindi
b—2\> b b—
0:]{ dz(bz)1n< Z) - 4m'/ dac(b:c)ln< x) +
C z—a @ T—a
b—z\°
z—a

b
+47r2/ dx (b — ) — 2mi Res,—co ((b —2z)In (

Per calcolare il residuo all’infinito, dobbiamo sviluppare il logaritmo in serie di
potenze in un intorno dell’infinito. Consideriamo il termine In(b — z) che, in
accordo con la nostra scelta degli argomenti, riscriviamo nella forma:
In(b—z)=In(z—b) —i / d L i / d 11 i
nb—z2)=In(z —b) —ir = z —im = z = —ar
z—b z1- 2

Per |b/z] < 1, la serie geometrica

=50

converge uniformemente e possiamo quindi scambiare serie e integrale

ln(bfz):Z/dzzn_|r —im = —im + In(z Zz - |z| > b
n=0 n=1

Procedendo nello stesso modo otteniamo lo sviluppo di In(z — a)
n
|z| > a

0
BV
n

In(z — a)
n=1
Quindi
In b=z —1n(b—z)—ln(z—a)——iﬂ'—i—ian_bnz*” |z| > b
z—a) B — n

da cui segue che

2
> ] = (a—b)*+27i b(a—b)—mi(a*—b*) = (a—b)?*(1—mi)

Ress— o [(b —2)In <Z —
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Quindi:

/:dac(bx)ln <Z_Z) -
- [473 [ o) - amimes.o (<b‘z>m(i‘i)2ﬂ

= [2ea = )7 — 2mi (a— 00— mi)) = 250

Esercizio 11.6 Calcolare l'integrale:

o 1
I:P/ der———.
0 x2+x—2

Esercizio 11.7 Calcolare il sequente integrale (a € R):

° 1
/ — 5 dx
0o T°+a

Esercizio 11.8 Calcolare il sequente integrale
o0
/ dx 3:C
—1 €z +8

Esercizio 11.9 Calcolare il sequente integrale

0 tio(—l
|ty
o (Int+ b)% 4 a2

(Suggerimento: si consideri un opportuno cambiamento di variabile ...).

Esercizio 11.10 Calcolare lintegrale:

b J—
dm(b_x)lﬂ

_a T +a

Esercizio 11.11 Calcolare lintegrale:

“+o00
t
I:P/ dtex.p(a)7 acR, o<1
sinh ¢

— 00
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Esercizio 11.12 Calcolare lintegrale:

(k) = /0°° cos(kx) — 1

sinh?(x)

Esercizio 11.13 Calcolare il sequente integrale:
+1
1_
1:/ dry | ——
—1 1 +x

Esercizio 11.14 Calcolare il seguente integrale:

+oo eikx
I = P/ dr— .
sinh x

—00

Esercizio 11.15 Calcolare gli integrali:

too cos(ax)
1. —_—
/_OO dmcosh(bx)’

2 P/ dxcos(az)'
0

b2_x2’

g / d cos(ax) —2 cos(bx) .
O 1’

Esercizio 11.16 Calcolare gli integrali:

o 1
T3
e[

o0
Q:P/ PRLIC)
0

x2 — g2

o coskx
I3 = d
3 /0 o coshfBx

Per lultimo integrale, si suggerisce il cambiamento di variabile t = eP*.

Esercizio 11.17 Calcolare integrale:
+o0 et
/ dx , a € R.
oo coshx
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Esercizio 11.18 Calcolare lintegrale:

P/ d:c\/E
0

2 —4

Esercizio 11.19 Si calcoli a scelta uno dei sequenti tre integrali:

L[t
a T4+ 2

0 zt 41

+oo et

—00

Esercizio 11.20 Calcolare l’integrale

+o0 1
P/ dx 3 .
0 xs —1

Esercizio 11.21 Calcolare l’integrale

roo gk
I = dor———.
/,oo R

Esercizio 11.22 Calcolare col metodo dei residui l’integrale

z(4x? + 3)

Esercizio 11.23 Calcolare lintegrale:

+oo Pt
I:/ d acR, peZ,0<a<p.

T o
PN 1+e

Esercizio 11.24 Calcolare lintegrale:

I= / dzx re“Tsech x, 0<a<l.
0

98



Esercizio 11.25 Calcolare il sequente integrale:

= Vi)

0 2 +9

Esercizio 11.26 Calcolare I’ integrale:

1

oo 3
I:/ dx e
0 1+ 22

Esercizio 11.27 Calcolare i sequenti integrali:

*  In(x)
Il :/1 dx 1‘2 1

ZO{
I = d 1 ;
3 /1 e (I1>a>0; n>0)

Esercizio 11.28 Calcolare gli integrali:

0o 1

T3
L=/[ do-""—
1 / Il‘2+a2

0
1

I3 = dx
-1

1
V1— 22
Esercizio 11.29 Calcolare il sequente integrale:

o0 al
I:/ dr @) oS0 aeR).
0 ¢+t a

Esercizio 11.30 Calcolare il sequente integrale:

(o]
[= [ g ¥E @
0 1+ 23
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12 Sviluppi di Mittag—Leffler

Nella sezione 6 abbiamo visto come sia possibile determinare (a meno di una
costante) una funzione meromorfa con un numero finito di poli dalla conoscenza
delle parti principali del suo sviluppo di Laurent in tali poli (compreso even-
tualmente il punto all’infinito). Lo sviluppo di Mittag—Leffler generalizza questa
procedura al caso in cui il numero di poli sia infinito (e quindi i poli si accumulino
all'infinito). Abbiamo infatti il seguente teorema dovuto a Mittag—LefHer:

Teorema 12.1 Sia f(z) una funzione meromorfa, regolare nell’origine e sup-
poniamo che esista un sistema di contorni chiusi v,, ognuno di lunghezza l,,
tali che

1. v1 contenga Uorigine e ogni 7y, sia contenuto nel successivo;

2. la distanza d,, di 7y, dall’origine cresca indefinitamente con n ma il rap-
porto l,, /dy, rimanga limitato;

3. su ogni vy, il valore assoluto della funzione f(z) cresca al pit come una

potenza:
sup sup |f(2)| < M |z|";
n zE€vYn
allora
LA .- 2w
1@ =Y 20+ (B - S0, 0)
k=0 j=1 k=0

dove Fj(z) ¢ la somma delle parti principali dello sviluppo di Laurent di f(z)
nei poli contenuti tra i contorni y; e v;—1 . La serie converge uniformemente
in z in ogni cerchio |z| < R privato dei poli di f(z) interni al cerchio.

Esercizio 12.1 Data la funzione:
1
f(z) =cotz — Pt

1. determinarne le sue singolarita in tutto il piano complesso chiuso e calco-
lare i residui corrispondenti;

2. scriverne l’espansione in fratti semplici (sviluppo di Mittag-Leffler);
3. assumendo l'uniforme convergenza dell’espressione suddetta, ricavare lo

sviluppo
(oo}

sir112 P % 2 ((z - 11%)2) TG +1n7r)2)

n=1

(sviluppo di Weierstrass).

La funzione f(z) possiede una singolarita eliminabile nell’origine, poiché

lim f(z) = 0.

z—0
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Avra inoltre dei poli semplici in corrispondenza degli altri zeri della funzione
sin(z), cioé nei punti
zE = km keZ, k+#0.

Consideriamo ora un sistema di contorni v,, n =1,...,00, tali che v; contenga
Porigine, 7y, contenga ~y,_1, gli unici poli della cotangente contenuti tra -, e
Yn—1 siano £7n e tutti i contorni passino ad una distanza /26 > 0 dai poli. Un
sistema di contorni che soddisfano queste richieste sono, ad esempio i cerchi di
raggio R, = /2 + (n — 1) o i quadrati di lato L, = 7/2 4+ (n — 1)7 centrati
nell’origine, dove, in entrambi i casi, avremmo § = 7/(2v/2).

Mostriamo ora che sul sistema di contorni -y, vale |cot z| < M con M indi-
pendente da n. Sotto le ipotesi che abbiamo fatto sui contorni «y,, abbiamo che
Yn € sicuramente contenuto nell’insieme

™ = nunpurMur™

ILi = {z :Imz>¢}

I, = {z:Imz< -4}
Ién) = {z: 0<Imz<dé nr+d<Rez<(n+1)m—4d}
I = {z: —6<Imz<6, —(n+1)r+05<Rez< —nr— 3}

In figura riportiamo, a titolo di esempio, I'insieme I(*) (il raggio delle circonfe-
renze & v/26).

Per z = x + iy € I, avremo che

e!@t) o=@t i) | oV 4 e¥ 14 e 2
cietiy) — e—i@tiy) |~ e¥ —e¥ 1 —e-20 — 1— 20

|cot z| =
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dove abbiamo usato il fatto che y > § > 0 implica

1 1 B 1
‘ei(eriy) _ efi(a:+iy)| = le~iwey| — |eirey| T _ev

Analogamente per z = x + iy € I3, avremo che

eilatiy) 4 o—i(z+iy) e YV e¥ 14 e 2
et(ztiy) _ e—ilz+iy) | = e—¥ — eV = 1—e2y — 1 —e26°

|cot z| =

Avendo sfruttato il fatto che y < —6 < 0. Quindi, per z € I; U I, |cotz| &
minore di una costante che non dipende da n.
Consideriamo ora gli insiemi chiusi I?En) e Iin). Per la periodicita della
funzione cotangente
cot(z + ) = cot z,

la cotangente di z assumera in I:gn) el in) gli stessi valori che assume nell’insieme
J={z: -6<Imz<§, 6 <Rez<m—4}

Poiché cot z ¢ analitica in J e J & chiuso, | cot z| & limitata in J da una costante
(che ovviamente non dipende da n). Dal fatto che cot z sia limitata sui contorni
~n discende che lo & anche la funzione cot z — 1/z.

Abbiamo quindi che la funzione cot z — 1/z ammette un sistema di intorni
(ad esempio quelli quadrati o circolari citati sopra) che soddisfano le ipotesi del
teorema di Mittag—Leffler con p = 0 e possiamo utilizzare la formula (123).Nel
nostro caso abbiamo che tra i due contorni ; e ;-1 sono compresi due poli
semplici in z = +j7 con residuo 1, quindi

1 1

Fi(z) = F;(0)=0.
i(2) Z—j7r+z+j7r’ 5(0)

Inoltre, abbiamo gia visto che possiamo porre f(0) = 0, quindi

I 1 1
tz—— = . 124
orETy jz_;<z—j7r+z+jﬂ') (124)

Sappiamo che la serie (124) converge uniformemente in ogni cerchio |z| < R
privato dei punti z = kn, k € Z, k # 0, in tale dominio possiamo quindi
derivare la serie termine a termine e otteniamo:

1 R — 1 1
-5 = — + . .
sinz 22 Z <(z —Jm)2  (z +j7r)2)

Jj=1

Esercizio 12.2 Dimostrare la sequente relazione

i a?—(2j +1)*x% 1
o la?+ (27 + 127 Scosh® (§)

Utilizzare il risultato per dimostare che

ST o
9 25 T 8"
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Consideriamo lo sviluppo di Mittag—Leffler della tangente iperbolica tanh z. La
tangente iperbolica ha dei poli semplici nei punti

o = i(2k — 1)=,
2
con residuo pari a 1.

Analogamente a quanto fatto nell’esercizio precedente consideriamo un si-
stema di contorni y,, n =1,...,00, tali che v; contenga l'origine, ~, contenga
Yn—1, € gli unici poli della tangente iperbolica contenuti tra v, e v,—1 siano
+(2n — 1)7i/2 e tutti i contorni passino ad una distanza /25 > 0 dai poli. Un
sistema di contorni che soddisfano queste richieste sono, ad esempio i cerchi di
raggio R, = nm o i quadrati di lato L, = nm centrati nell’origine, dove, in
entrambi i casi, § = 7/(2v/2).

Di nuovo, ogni 7, € sicuramente contenuto nell’insieme

™ = nupur®ur

I = {z: Rez>§}

I, = {z: Rez< -4}
IV = {z: —5§<Rez<§, (2n—1)%+5§1mz§(2n+1)%—5}
Iin) = {2z : —6<Rez<§, —(2n+l)g+5§1mz§—(2n—l)g—5}

In figura riportiamo, a titolo di esempio, I'insieme I(*) (il raggio delle circonfe-
renze & \/56)
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Per z = x + iy € I;, avremo che

e(;c-i—iy) _ e—(;c-i—iy) er 4 e - 1+ e—2;c )

_69376793_]_7@*2:6 — 176726.

[tanh z| =

elztiy) 4 o—(z+iy)
Se z = x + iy € Iz, avremo che
e(;c-i—iy) _ e—(;c-i—iy) er 4 e 1+ eQ;c )
— e~ T _ g = 1 —e2z — 176726.

[tanh z| =

elztiy) 4 o—(z+iy)
Di nuovo, per la periodicita della tangente iperbolica
tanh(z + im) = tanh(z),
la funzione assumera in IP(,”) el in) gli stessi valori che assume nel rettangolo
T T
J={z : =6 <Rez <, f§+5§1mz§575}

dove ¢ analitica e quindi limitata.
Sui contorni v, vale quindi

sup sup [tanh(z)| < M.
n  zZE€7Yn

Di conseguenza, lo sviluppo di Mittag—Leffler ci da

- 1 1 - 1
tanh(z) = —— | =22y ——
Z(z——%;lm z—l——QJ;rlm) 2227(2324-1“)2

=0 =0

Lo sviluppo & uniformemente convergente in ogni dominio limitato privato dei
poli della tangente iperbolica, in tale dominio possiamo quindi derivare la serie
termine a termine e otteniamo:

L e
cosh?(z) = [22 i (23‘2_+1)27r2}2
Prendendo z = a/2,
1 = a? - (25 +1)%x2
cosh” (%) a2 + (2 + )2

Infine, scegliendo a = 0,

Esercizio 12.3 Si confrontino tra loro le due funzioni:

too eikﬂ'x

Glzzm) = ) z—ikn, zcR,keZ

k=—o0
F(z;z) = e*® coth z

Quanto vale la loro differenza?
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Esercizio 12.4 Si calcoli lintegrale

_ sech((¢)
O e

dove Cy, la circonferenza di centro l'origine e raggio R, = n.
Si dimostri che

lim I,(z)=0

n—oo

e si utilizzi questo risultato per ottenere lo sviluppo in fratti semplici della
funzione f(z) = sech(z).

105



13 Formule di Plemelji—-Sokhotski

dall’integrale

Sia y una curva regolare (aperta o chiusa) e sia F'(z) la funzione analitica definita

1 t
F(z) = —/ 1) dt,
2mi J,t— 2
con f(t) holderiana su

¢, (125)
|f(t1) = f(t2)| < kltr —t2], k>0, 0<p<l,

tla t2 S v
allora se z tende ad un punto ¢ della curva ~ (che non sia un estremo) in ogni
direzione non tangente a v, F'(z) tende verso i limiti

pt_ L p[f®

211

1
,yt—Zdt:tgf(C)’

di Plemelji-Sokhotski

(126)
dove i segni 4+ e — corrispondono al caso in cui z — ( rispettivamente da sinistra
e da destra rispetto alla curva . Le equazioni (126) prendono il nome di formule

Esercizio 13.1 Calcolare l'integrale

e <] t1/2

F(z) = dt—————— . 2 ¢ R* 127
@) = | g o ¢ (127)
e discuterne le proprietda di analiticita in z
Determinare il salto:

A(to) = gl—i>%l+ F(to + iG) - F(to — iG)

Cosa st puo dire in generale per un integrale del tipo:

e 4

F(z) :/ dt—f( )
0 t—=z

con f(t) localmente holderiana e assolutamente integrabile in R ¢

Abbiamo un integrale del tipo (125), con f(¢) data da

N

fH) = =

RS

La funzione f(t) si annulla in zero e infinito e possiede un unico massimo nel
punto ¢ = 1/v/3 dove vale f(1/v/3) = 3% /4. Per ogni t1,t; € R avremo quindi

e

3
|f(t1) — f(t2)] < i (128)
Fissiamo § > 0, allora se |t; — t2|% > 4, da (128) segue che

[f(t) = f(t2)] <

q>|w
Sq| mlw

Ity — ta]? .
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1 .. .. .
Consideriamo ora il caso |t1 — t2]2 < §. Dividiamo Passe reale positivo nei due

sottoinsiemi ) )
L =10,—]|, L=|—%, 0],
Pl 2= (G)

di maniera che f(t) ¢ monotona crescente in I; e monotona decrescente in I. Se
t1,ta € I, t1 < ta, dal teorema del valor medio segue che esiste un ¢ € (t1,t2)

tale che
f(t2) — f(t1)
to—t;

(@) =
Prendendo il modulo
|f(t1) = ft2)l = [f'(D)] [t2 — ta].

|f/(t)| ammette massimo per t € Iz, quindi
1
[f(t1) = f(t2)] < max[f'(£)] [tz — ta] < max[f'(£)] S [tz — ta]?,
tels tels

1
dove nell’ultimo passaggio abbiamo sfruttato il fatto che |t; — t2|2 < 4.
Consideriamo ora il caso t1,t2 € I;, senza perdita di generalita possiamo
porre t; =t2 + €, € > 0. Poiché in I; f(¢) & monotona crescente, avremo

1 1
(249 t5 _(tor  t
ta+e)2+1 2+1- t3+1 24+1 -
2 2 2

|f(t1) — f(t2)] =

15+ e ¢

1 1
<€z =\t —ta]?.
= t§+1 > € |1 2|

Rimane da analizzare il caso in cui [t; — t2|% < ety €1 mentre tg € I.
Osserviamo che se f(t1) > f(t2), allora

(NI

()~ ft)| < f (%) f) <C \% 1y

<Oty —to)?

visto che abbiamo gia dimostrato che per t;,to € Iy f(t) ¢ holderiana di
esponente 1/2.

Analogamente se f(t1) < f(t2),
1

2 1
<Oty — o7 .

(1) — flta)] < f (%) f)<C \% 4

Concludiamo quindi che f(¢) ¢ hélderiana di esponente 1/2 sul semiasse reale
positivo. Dalle formule di Plemelji-Sokhotski (126) segue quindi che

A(to) = €E%I+ F(to + ie) - F(to - ie) = f(to).

Verifichiamolo calcolando esplicitamente I'integrale (127).
Consideriamo l'integrale, nel piano complesso ¢ tagliato lungo ’asse reale
positivo,

C1/2 N
Tim 7{ d—> . L ¢RY,
I I A RS (e M
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dove I'g ¢ 5 € il cammino chiuso

La funzione integranda moltiplicata per z si annulla uniformemente sulle cir-
conferenze Cr e C, nel limite R — 0o, € — 0, per cui i corrispondenti integrali
danno contributo nullo. Per I'integrale su Ly abbiamo

C1/2 o0 £1/2
I L P —
5,54%%0/ dETDC= A E+1)(t—2)

Su L_ per 6§ — 0, la radice tende alla determinazione definita da v1 = —1,
quindi ancora una volta

<1/2 > £1/2
HISIE%O/ C 1) -2 _/0 dt(tQ—I—l)(t—z)'

In conclusione, dal teorema dei residui

- 41/2 ‘ ¢2

F(Z) = /0 dtm = T (ReSC—i@Q+1—M+
<1/2 <1/2

JrReSC:ﬂ'm + ReSg—ZW) =

= _7\/5(27;4— 0 (z— 1 —Z\/ﬂ)
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Quindi

T
lim F(tg+ie) = —— (tg — 1 — i/28
e—0t (0 ) \/i(t(%+1)(0 0)

T 1
lim F(t —ie:—i[t_l_i 2t 2T 2}:
Ay P01 = =Ty [ (2toe™)

:fm(toflJri\/%)v

da cui e
. Vto
Aty) =2 = f(to).
(to) TR f(to)
Esercizio 13.2 Data
N
= L | <R, i=1,....N
f(2) ;ZfziJFCO‘LClZ (|l i )

costruire f7)(2), analitica per |z| < R, e f1)(2), analitica per |z| > R, tali che

lim fM(z)=0

|z|—00
. (=) IERT (+) —
SO i STE) = TG

Esercizio 13.3 Sul cerchio |(| =1 ¢ assegnata la funzione

1

= <1; (= ).
1+GCOSH’ a ) < eXp(Z )

¢(¢)

Determinare le funzioni F*(z), analitiche rispettivamente per |z| < 1, |z| > 1,
tali che F*(z) — ¢(¢), quando z — ¢*.

Esercizio 13.4 Determinare due funzioni f;(z) e fe(2) tali che:
1. fi(2) sia analitica all’interno del cerchio unitario;
2. fe(z) sia analitica all’esterno del cerchio unitario;

3. wvalga
zlir?* fz(z) - zli}?+ fe(z) = Re(<)7 |C| =1
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Esercizio 13.5 Determinare esplicitamente la funzione:

+o00 1
F(z)= / do————, Imz #0
oo (2 + D)@ = 2)
e verificare la formula di Plemelji:
. ) . o1
221(1) [F(x +1ie) — F(x —ie)] = QWZW.

Esercizio 13.6 Dire se la funzione:

é(2) = /OO P

oo b2

¢ analitica per z ¢ R e caleolarne la discontinuita sull’asse reale

A¢p = lii%(é(t—i—ie)—(é(t—ie), teR.

Esercizio 13.7 Mediante un calcolo diretto, verificare che l'integrale:

2
1:/ gy 080)
0

z — exp(if)

definisce due funzioni f)(z2), f%(z), analitiche rispettivamente all’esterno e
all’interno del cerchio |z| = 1. Mettere in relazione la “discontinuit” f(€)(z) —
f9(2) su|z| =1 con la funzione integranda.

Esercizio 13.8 Dimostrare che l’integrale

/+°° L (=t

o t—=z

definisce due funzioni f*)(2), analitiche rispettivamente per Imz > 0 e Im z <
0, tali che:
lir% FO(t+ie) — FO (¢ — ie) = 2miexp(—|t])

110



14 Trasformazioni conformi

Esercizio 14.1 La trasformazione z — w é del tipo bilineare di Moebius. Su
quale curva del piano z avviene che |dw| = |dz|?

Esercizio 14.2 Trovare la trasformazione conforme che manda i cerchi

lz—al=7r; |z+a|=r a>r>0

nei cerchi concentrici:

|w—0bl=Ry; |w—0=Re

Esercizio 14.3 Scrivere una trasformazione di Moebius:

_az+f
oz 44

che mappa la circonferenza unitaria (del piano z) nell’asse reale (del piano w)
e Uinterno (’esterno) del cerchio unitario nel semipiano inferiore (superiore).
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15 Sviluppi asintotici

Esercizio 15.1 Determinare il raggio di convergenza della serie di potenze:

oo n

S(z)zza(a+1)...(a+n)

n=0

Si osservi che l'espressione a denominatore nella formula precedente si puo
scrivere in termini della funzione I' di Eulero nella forma:

Ila+n+1)

ala+1)...(a+n)=a Ta)

e si utilizzi il comportamento asintotico della funzione T'(x) per grandi valori
dell’argomento.

Esercizio 15.2 Dire se sono vere le sequenti stime asintotiche e spiegarne il
motivo:

a) 2sinh(az) ~exp(azx), = — 400, a>0

+oo ;
b) / @S 01 8
0

(1+1¢2)

1
=14+z+0(%), ©—0

(1—x)

c)

Esercizio 15.3 Calcolare con il metodo di Laplace il termine dominante del-
l'andamento asintotico per grandi x dell’integrale:

I:/O dtexp[—z(t + a*/t)]

Esercizio 15.4 Calcolare il termine dominante nello sviluppo asintotico per
A — o0, dell’integrale:

10 = [t
0

Esercizio 15.5 Qual ¢, per A — +oo, il termine dominante dell’integrale:

Asin? ( 2t )

T

oo e
I = 7?
) /0 S
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Esercizio 15.6 a) Sia

o - [

cosht

Calcolare il termine dominante dello sviluppo asintotico per grandi x.

b) Con il metodo della fase stazionaria calcolare il termine dominante per grandi

x et, nella direzione x/t = cost. = v, dell’integrale
I(z,t) = / ap SRUkT — ik7)
PN cosh k

Esercizio 15.7 Calcolare il sequente integrale con un errore inferiore a

7 _ /°° exp(—1000t)
A 1+1¢3

1 .
1000 *

Esercizio 15.8 Determinare il termine dominante per grandi x dell’integrale:
oo
| dtexptizo®)rte
— 00

con ¢(t) =t —a?, f(t) = (cosht)~!

Esercizio 15.9 Determinare lo sviluppo asintotico per x — oo dell’integrale:

° exp(—xt
F(:c):/ dtil—(i—ﬁ)
0

(si ricordi che [;° dyy™ exp(—y) =n!).
Stimare l’errore che si commette considerando i primi N termini dello svi-
luppo.

Esercizio 15.10 Sono corrette le sequenti espressioni?

2

1. sin(z) ~ z z—0

2. cosh(z) ~ €” x — 400

Esercizio 15.11 Sia
> —at
Flo) = / g Ep=at)
0 cosh(t)

Dimostrare che lo sviluppo asintotico per x — 0o in effetti uno sviluppo conver-
gente.
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Esercizio 15.12 Con il metodo di Laplace trovare il termine dominante per
x — oo degli integrali:

L,(x)= /000 dt exp(t +t~1) cos(nnt)

Esercizio 15.13 Con il metodo della fase stazionaria calcolare il termine do-
minante per grandi x e t, nella direzione x/t = v = cost., dell’integrale

too exp(ikx — ikSt

— 00

Esercizio 15.14 Calcolare il termine dominante per grandi g, g > 0 dell’inte-
grale
I(g) = drriexp(=gV(r)) V()= 35—
0

Esercizio 15.15 Sia

< esp(ealt— 1Y)
F(Z)i/o dt cosh(t)

Calcolare il termine dominante dello sviluppo asintotico per grandi x.

Esercizio 15.16 Dire se sono corretti (e perché) gli andamenti asintotici:
sin(ax) ~ x x—0

1
sinh(z) ~ 3 exp(x) x — 400

exp(z)  exp(x) [

= 1 -2 —
WAl GG I i

Esercizio 15.17 La funzione F(x,t) é definita dalla rappresentazione integrale:

+oo
F(z,t) = / exp(ikz — ik*t)dk

—00

Si chiede di calcolarla esattamente e in modo approssimato mediante il metodo
della fase stazionaria, fermandosi al termine dominante.
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Esercizio 15.18 Valutare con un errore inferiore a

/ g EP(=10t) exp(—10t) .

1+ ¢2

1000 lintegrale:

Esercizio 15.19 Usando il metodo di Laplace, calcolare il termine dominante,
per x — 00, dell’integrale

/0 dt exp(— )

Esercizio 15.20 La funzione F(x) é definita dalla rappresentazione integrale:

F(x)Jﬁa)dteXpCr@t3/12».

1+¢

Si chiede di calcolarne il termine dominante per x — oo mediante il metodo di
Laplace.

Esercizio 15.21 Usando il metodo della fase stazionaria, calcolare il termine
dominante, per x — oo, dell’integrale

/ dt exp(—~t + ixsint)
0

Esercizio 15.22 La funzione F(x) definita dalla rappresentazione integrale:

>0
1+2 g

g
F(x) /OoodteXp< <t2+ t2))

Si chiede di calcolarne il termine dominante per x — oo mediante il metodo di
Laplace.

Esercizio 15.23 Calcolare i primi termini dello sviluppo asintotico per x — oo
della rappresentazione integrale:

:/ dt e~ ** sech(t)
0

C'i si aspetta che lo sviluppo ottenuto sia convergente? motivare la risposta.
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16 Prolungamento analitico

Sia f(z) una funzione analitica in un dominio D e sia F'(z) una funzione analitica
in un dominio D', tale che D C D' e F(z) = f(z) per ogni z € D, allora F(z) ¢
detta prolungamento analitico di f(z) dal dominio D al dominio D’ e 'insieme
{D, f(2)} costituito dal dominio D e dalla funzione f(z) in esso analitica, ¢
detto elemento iniziale del prolungamento analitico.

Il prolungamento analitico, se esiste, € unico. In altre parole se le due funzioni
F(z) e G(z) prolungano analiticamente f(z) dal dominio D al dominio D', allora
F(z)=G(z), ze D'

Sia f(z) una funzione definita attraverso una serie di potenze

1@ =3 anlz - 20)" (129)
n=0

di raggio di convergenza R. Sia ¢ un punto della frontiera del cerchio di con-

vergenza K : |z — zg| < R, se esiste un intorno U¢ di ¢ e una funzione f¢(z)
analitica in Uy e tale che f¢(2) = f(2) per ¢ € Us N K, allora la funzione

F(z) = f(») ze€ K, z¢ U

F(z) = f(z)=fc(2) ze KNU;

F(z) = fc(2) z¢ K, ze U

¢ il prolungamento analitico di f(z) dal dominio K al dominio K UU¢ e il punto
di frontiera ¢ viene detto regolare per la serie (?7). Se, invece, non esiste alcun
intorno U, di ¢ attraverso cui prolungare analiticamente f(z), il punto ¢ & detto
punto singolare della serie (77).

Data la serie di potenze (??) & sempre possibile determinare se un punto ¢
di frontiera del cerchio di convergenza |{ — zg| & regolare o singolare. Per far cid
& sufficiente traslare la serie in un punto z; sul segmento zo( che congiunge zo
a ¢ e calcolare il nuovo raggio di convergenza R;. Se R; > R — |21 — 2|, allora
il punto ¢ & regolare, se invece Ry = R — |z1 — 2|, allora ( & singolare.

Un altro criterio (sufficiente) per stabilire se un punto ¢ sulla frontiera del
cerchio di convergenza ¢ singolare ¢ il teorema di Pringsheim

Teorema 16.1 Data la serie (??7) di raggio di convergenza R, se ¢ appartiene
alla frontiera del cerchio di convergenza (| — zo| = R) e a,(™ é reale e positivo
da un certo n in poi, allora ¢ é un punto singolare di f(z).

Esercizio 16.1 Data la serie:

o0 2n+1
fz) =3 (-2
7;) 2n +1

trovarne il raggio di convergenza R. Sapendo che z = 1 é un punto regolare,
costruire in z = 1 il prolungamento analitico per cerchi di f(z). Utilizzare le
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formule:

= . (21 + 2k)! (k7 1

2 (=1 Gy = eoten () e
S 2 = it cos (64 1)) 5
n=0 :

Dalla formula di Cauchy-Hadamard segue che il raggio di convergenza della serie

¢ dato da: )
1 — 1 n
— = lim =1
R n1—>oo <2n—|—1>

z = 1 & quindi un punto sulla frontiera del cerchio di convergenza. Dal momento
che si tratta di un punto regolare ¢ quindi possibile costruirvi il prolungamento
analitico per cerchi. Trasliamo la serie nel punto z = 1:

> n z—1)+ 1> X (—1)n ! 2n + 1
O e e S o [

n=0 k=0

Per invertire ’ordine di sommatoria consideriamo separatamente il caso k pari
e quello k dispari:

n=0 k=0
) _1) n n

:Z( ) Z 2n+1 Z 2n+1 1)2k+1
— o+ 1 |\ 2% C\2k+1

Invertendo 'ordine di sommatoria per la parte pari otteniamo:

n=0 0 k—O n=~k
ad (DR fop 42k + 1

— _ 1 2k ( —
> z—( it

7% (2_1)% (71)k 00 (71)n(2n—|—2kz)! -

= 2k — (2n+1)!
> km 1

_ 2k ko

117



Procedendo nello stesso modo per la parte dispari troviamo:

— ()" <~ (2n+1 kil aht1 = (D)™ (2n+1
22n+12(2k+1)(2_1) =2 - §2n+1(2k+1):

= 2 >
> = (=1)ntk

— ]g(Z— 1)2k+1;—:027§+1++1 (2n2—22f;_1) )

) k; (2(21@2?;1 1)’:;(71) (Qn;m%)! _

= 3= 1 [0 con (k4 0F) gyl

Dobbiamo ora calcolare il raggio di convergenza. Usiamo nuovamente la formula
di Cauchy-Hadamard:

1 — 1

7 = A (e’

I coefficienti ¢; sono nel nostro caso:

-1 k/2
(=1 sin (k%) 9 k/2 per k pari

Cp = L
—1)(k=1)/2 k
cx = ()T cos (Zﬂ) 9~ k/2 per k dispari

La successione dei ¢; € quindi una successione oscillante. Notiamo che vale:
1 km k
Zsin [ — | 27k/2
()
1 km &
Zcos | =— )27k
()

e il segno di uguaglianza si ottiene selezionando la sottosuccessione k = 4n + 2.
Abbiamo quindi:

< =2 k2 per k pari

< —o7k/2 per k dispari

> = I

1 - 1 1
— =T ()t = —

R k—o0 \/5

Il prolungamento analitico della funzione f(z) ¢ dato quindi da:

00 22n+1
f(z) nz::o(*l)n%Jr T k<t
= 9 . [ km 1
flz) = kzzo(z —1)%* [(—1)’“ sin (7) W] +
+ Z(Z*].)Qk-i_l |:(]_)k (o)) ((2k+1)£) m] |Z*1| < \/5

x>
Il
=
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Esercizio 16.2 Data la serie
)= i l D(n+1/2)2"
o n!

trovarne il raggio di convergenza R.
Costruire il prolungamento analitico per cerchi di f(z) nel punto z = —1/2,
utilizzando 'uguaglianza:

ini (n+k+1/2) (—%)n:F(k+1/2) (%)

Dire, infine, quali sono i punti singolari di f(z) sul cerchio |z| = R.

k+1/2

Abbiamo una serie di potenze
J— G n 1
z):Zanz an:HI‘(nJrl/Q)
n=0

Per il criterio del rapporto il raggio di convergenza sara dato da:

_ m '(n+1/2) (n+1)!
Apy1| n—oo n! I'(n+3/2)
—  lim (n+1)T(n+1/2) _

n—oo (n+1/2)T(n+1/2)

R = lim an

n—oo

Poiché a,, & sempre positivo per ogni n dal teorema di Pringsheim segue che
z =1 ¢ un punto singolare.

Utilizzando la formula del binomio di Newton, trasliamo ora la serie dal
punto z = 0 al punto z = —1/2:

00 00 1 k 1 n—k
9= =Y (sr5-3) =33 (1) (+3) (43)

n=0 n=0 n=0 —
Scambiando 'ordine di somma otteniamo:

o5 (1) S (1) ()

k=0 n==k

Riscalando il secondo indice di somma da n a n — k otteniamo infine:

f(z)i< ) Zan+k<n+k)<%)n§bk<z+%>k

k=0

I nuovi coefficienti by, sono dati da:
(oo} n
1 (n+k)! 1
by = T k+1/2 —— | =
F Z (n+k)! (n+k+1/2) nlk! ( 2)

i:% n+k+1/2)< %)"W <§>k+1/2
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Utilizziamo nuovamente il criterio del rapporto per trovare il raggio di conver-
genza:

2

/: 1 —
R im 5

k—oo

— 1
ki»n;o k!

L ()" e ()

11 disco |z 4+ 1/2| < 3/2 contiene interamente il disco |z| < 1 con z = 1 unico
punto di frontiera comune. Ne segue quindi che tutti i punti |z| = 1, z # 1
sono regolari. Poiché sul cerchio |z| = 1 deve esserci almeno un punto singolare,
ne segue che z = 1 deve necessariamente essere un punto singolare (cosa che
avevamo gia stabilito usando il teorema di Pringsheim).

bry1

Esercizio 16.3 Data la funzione

f(z):/o t*~ 1 cos(t)dt

analitica per Rez > 0, trovarne il prolungamento analitico a tutto il piano
complesso. Che tipo di singolarita presenta la funzione prolungata?

Sviluppiamo il coseno in serie di potenze.

(71)’” t2n
|

ed utilizziamo 'uniforme convergenza dello sviluppo per portare la sommatoria
fuori dell’integrale:

n=0
[e%e] 1 [e%s}
—1)" tz+2n —1)" 1
:Z( ) :Z( ) Rez > 0
2n! z+42n|, — 2n! z+2n

La condizione Rez > 0 rende la serie ben definita. D’altra parte tale serie &
definita per z # 0,—2, —4,.... Mostriamo che se z appartiene ad un insieme
chiuso C' che non contiene tali punti la serie

S (-)m 1
n=0

2n! z+2n

converge uniformemente. Poiché C & chiuso esistera un § > 0 tale che [2n+ 2| >
9, z€ C, n € {0} UN. Quindi:

(=1 1= 1
'5<Z>'§Z\ o <52 o
n=0 n=0

Il modulo di S(z) & quindi maggiorato da una serie positiva convergente indi-
pendente da z, il che implica che S(z) uniformemente convergente per z € C.
Sia ora I una curva chiusa contenuta in C' e consideriamo l'integrale:

Dt N (*1)”% 1
fgs(z)d'zfgg 2n! z+2nd277;0 2n! Fz+2ndz
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Se all’interno della curva I' non & contenuto alcun punto z, = —2n, n =
0,1,2,..., allora l'integrale si annulla per il teorema di Cauchy. Se invece la
curva [' contiene un unico punto singolare z,, = —2m, avremo:

I ) o O
?{«S(z)d'z; 2n! Onm = 2m)!

c,k:%(z+2m)k5(z)dz:0 kel
r

Quindi la parte principale dello sviluppo di Laurent di .S, in un intorno di z,,
contiene solo il termine (z — z,,)~ . Concludendo S(z) definisce una funzione
analitica in tutto il piano complesso privato dei punti z,, = —2n, n =10,1,2,...
dove ha poli semplici con residuo (—1)™/2ml!, e costituisce il prolungamento
analitico della funzione f(z) a tale dominio.

Esercizio 16.4 Determinare il dominio di analiticita delle funzioni
o0 2
fn(z):/ dtt"e =t n>0
0

Mostrare che ¥n > 0 le funzioni f,(z) possono essere prolungate analiticamente
all’intero piano complesso privato dell’origine.

Le funzioni f,(z) saranno analitiche nel dominio D in cui l'integrale & unifor-
memente convergente. D’altra parte, ponendo z = x + iy, abbiamo che:

y 672215 — " efz2t — " ef[(z2fy2)+2ia:y]t _—e 67(9327y2)t — " efRe(z2)t

Quindi su ogni insieme chiuso contenuto in 0 < § < Re(2?), varra:

oo oo
/ dtthe =t g/ dtt" |e
0 0
o0 o0
_ / dt " e—Re(zz)t < / dit™ e—ét
0 0

L’ultimo integrale ¢ indipendente da z e convergente per § > 0; ne segue che
le fn(2) sono analitiche per Re(z2) > 0, cio¢ per 2 > y?. D’altra parte per
Re(2?) < 0 l'integrale ¢ divergente e quindi il dominio di analiticita delle f,,(2)
& proprio Re(22) > 0.

Consideriamo ora il prolungamento analitico. Integrando per parti si ottiene:

/ dtt" te

n! . nl
fn 12) =3 22” fO(Z / dte"t = S2(nt1) Re(2%) > 0,

—2%t —

|fn(2)]

1

—2%
_ tn z
22

di conseguenza n!/z2("*1) ¢ il prolungamento analitico di f,,(z) a tutto C\{0}.
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Alternativamente, possiamo restringerci a z = x € R\{0}, che & un sottoin-
sieme del dominio di analiticita Re(z2) > 0, ed effettuare il cambiamento di
variabile:

9 oy _dy
si ha: 1 o r( 1) |
_ no—y _ n + . n!
fn($) T p2(n+1) 0 dyy"e™" = 22(n+1) T p2(n+1)

il cui prolungamento analitico vale ancora

n!
fn(z) = pEICEE)

Esercizio 16.5 Sia:
o0
fu(z) = / dt e *" n € IN.
0

Trovare il dominio nel piano complesso z in cui vale l'uguaglianza:

Fal2) = (C1" - fo(2).

Trovare poi il prolungamento analitico delle f,(z) in C\{0}.

Esercizio 16.6 Data f(t) tale che

o0
[ sl <.
0
determinare il dominio di analiticita di:
1. Fi(2) = [ dte=* f(1),

2. Fy(z) =[S dte = f(t).

Esercizio 16.7 Data la successione di funzioni:

— 1 > n —tz

1. Dimostrare, senza calcolare lintegrale, che le f,, sono analitiche per Re z >
0.

2. Determinare il prolungamento analitico di f,(z) e il dominio in cui

lim fp(z) — 0

n—oo
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Esercizio 16.8 Determinare il dominio di analiticita di

F(z)= / dte =" sech(t)
0

Esercizio 16.9 Dimostrare che la funzione

[, exp(zt)
F(Z)_/O dt cosh(t)

¢ analitica nel semipiano Re(z) < 1.

Esercizio 16.10 Supponendo che valga la stima:
|f(z)| < Cexp(—alz|)

dimostrare che la trasformata di Fourier

o Foo
fk) = / dx exp(—ikz)f(x)

—00

analitica nella striscia Imk| < o.
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